Lineare Abbildungen - 1

Wir kommen nun zur Frage der ”strukturvertraglichen” Abbildungen zwis-
chen zwei Vektorraumen. Dies sind die linearen Abbildungen.

Definition. Seien V und W K-Vektorrdume (iitber demselben K) .
Eine Abbildung F':V — W heifit K-linear, wenn

Ll) Flv+w)=Fv)+ Flw) VvweV

L2) F(A)=AF(v) VveV Viek.
Man sieht leicht, dass die Bedingungen L1) und L2) gleichbedeutend
sind mit

L) F(A+ pw) = AF(v) + pF(w) Vo,weV VApekK
Mittels vollstandiger Induktion kann man dann zeigen, dass aus der Lin-
earitdt von F':V — W folgt, dass

F(Avr + Xvg + oo + Avy) = MF(v1) + Ao F(vg) + ... + N F(vy)
gilt fir vy,...,v, €V und M\,..., N\, € K.

In anderen Worten: Eine lineare Abbildung fiithrt eine Linearkombi-
nation von Vektoren in V in die entsprechende Linearkombination der
Bildvektoren tiber.

Grundlegende Eigenschafen. Sei F':V — W linear.

o F(0)=0, Flv—w)=F(@)—F(w) VoweV

Beweis: Wihlev € V. Wegen 0 =0-v gilt dann F(0
0-F(v) =0. Weiters ist F(v—w) = F(v+(—1)w) = F(v)
F(v) — F(w) .

)= F(0-v) =
H(D)F(w) =

e (v;) linear abhéngigin V' = (F(v;)) linear abhéngig in W



Beweis: folgt sofort aus
)\11)1‘1 + ...+ )\kvik =0 = /\1F(UZ'1) + ...+ )\kF(Uzk) = F(O) =0.

e (F(v;)) linear unabhéngig in W = (v;) linear unabhéngig in V'

Beweis: folgt sofort aus der vorigen Aussage.

e U<V = FU) QW

Beweis: Seien wy,wy € F(U) und A1, Ay € K. Dann existieren vy, vy € U
mit F(vy) = w; und F(v9) = we . Nun gilt Ajwy + Aowg = A\ F(vy) +
)\QF(’UQ) = F()\lvl + )\2@2) € F(U) , weil A\jvp + vy € U .

D.h. das Bild eines Untervektorraumes ist wieder ein Untervektorraum.

e YW = F YY)V

Beweis: Seien vi,vs € F71(Y) und A\, \s € K. Dann gilt F(vy), F(vs) €
Y und damit auch F(Av1+Aovs) = A F(v1)+ A2 F (v2) € Y . Dies bedeutet
aber, dass Ajv; + Avg € F7HY) .

D.h. das Urbild eines Untervektorraumes ist wieder ein Untervektorraum.
e dimF (V) < dimV

Beweis: folgt unmittelbar aus der dritten Aussage.

e Man beachte weiters, dass aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;) i.a.
nicht folgt, dass (F'(v;)) linear unabhéngig ist (siehe Nullabbildung).

Beispiele.

1) Die Nullabbildung F:V — W mit F(v) =0 Vv € V ist linear.

2) Die identische Abbildung F:V — V mit F(v) =v Vv eV ist

linear.

3) Sei A € K fest. Dann ist die Abbildung F :V — V mit F(v)=A-v



linear.

4) Sei X eine beliebige Menge, V = Abb(X,R) und ¢: X — X eine
beliebige Abbildung.

Dannist F:V —V mit F(f) = fop linear.

5) Die Abbildung D(R) — Abb(R,R) mit f — f’ ist linear.

6) Fiir festes xyp € R ist die Abbildung Abb(R,R) - R mit f — f(zo)
linear.

Eine Schreibweise. : Fir v = (z1,...,2,) , w = (y1,...,y,) € K"
setzen wir

n
(v, w) = T1Yy1 +2ya + ..+ Ty = Yy €K
j=1

Dann sind offenbar folgende Eigenschaften erfillt:
o (v,0)=0 , (v,w)= (w,v) VovwekK"
o (V4 w) = (v,w)+ (W, w)y Voo wekK"
o (\,w)= (v, \w) =XNv,w) VvweK', AeK

Mit dieser Notation konnen nun folgende wichtige Beispiele fiir lineare
Abbildungen angegeben werden.

1) Fiir jedes feste w = (y1,...,y,) € K" ist die Abbildung F : K" — K
mit F(v) = (v,w) linear.

Beispiel. w=(1,3—-2) = F(x1,29,23) = x1 + 3v9 — 23

2) Sei A € M(mxn;K). Wir wollen damit eine Abbildung F : K" — K™
definieren.

Fir v=(z1,...,2,) € K" sei

F(v) = (ZZ:l ay;Tj, ..., i:lamjxj) = ((a1,v), {as,v), ..., {am,v))



wobel ai,as,...,a,, die Zeilenvektoren von A bezeichnen.

Dann ist F : K" — K™ linear und somit kann jeder m x n Matrix
auf natiirliche Weise eine lineare Abbildung F' : K" — K" zugeordnet
werden!

Fo+v") = ((a,v+ ), (ag,v +0'),... (am,v+ 7)) =

(<a17v> + <a17vl>7 <a27 U> + <CL2,U/>, SR <amvv> + <am7vl>) -
({ay,v), ..., {am,v)) + ({ay, V"), ..., {am, V")) = F(v) + F (V)
F(Av) = ({ay, \v), (az, Av), ..., {(am, Av)) =

(AMay,v), Maz,v), ..., Mam,v)) = A({a,v), ..., {am,v)) = AF(v)

aip ... Qi T
V= (:Cl,...,xn) HF(U) — asr ... Qop T
Am1 - Amp T,
0 0 . 3 2 _1 |
Beispiel. Sei A = 5 6 8 ,also m =2 und n = 3. Die dadurch

gelieferte lineare Abbildung F : R® — R? ist dann

F(J? T x)_ 3 2 —1 il o 35131—|—2£U2—$3
LA™/ = 5 6 8 2| 7\ 52y + 629 + 873

T3
3) Seinun F : K" — K™ linear und (ej,es,...,e,) die kanonische Basis
von K" .
Fir j=1,...,n sei F(e;) = (ai;,a,...,an;) . Wir bilden damit eine

m x n-Matrix A, wobei die j-te Spalte von A gleich F(e;) ist.

Damit kann einer linearen Abbildung F : K" — K" auf natiirliche Weise
eine m x n Matrix A zugeordnet werden.

Fir v=(z1,...,2,) € K" gilt v=mx1e;+ ...+ x,e, und damit
Fv)=x1F(e1) + ...+ x,F(e,) =
a:l(an, ey aml) + l’g(alg, Ceey amg) + ...+ xn(aln, e ,amn) =
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n n n
(Z alja:j, Z CLQjZL’j, ceey z amjasj)
J=1 Jj=1 j=1

Dies bedeutet aber, dass die dieser Matrix A nach 2) zugeordnete lineare
Abbildung genau jene Abbildung ist, von der wir gestartet sind!

Zur Bestimmung von linearen Abbildungen F : V — W ist folgende
Aussage von Bedeutung, welche besagt, dass eine lineare Abbildung bereits
dadurch eindeutig bestimmt ist, wenn die Bilder von Basisvektoren bekannt
sind.

Satz. Seien V und W K-Vektorrdume, (v;);c; eine Basis in V' und
(w;)ier eine beliebige Familie in W .

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F : V — W mit der Eigen-
schaft F(v;) =w; Viel.

Beweis. (Verwende die Schreibweise v =) A\jv; )
1€l

i) Eindeutigkeit:
Seien F,G:V — W mit F(v;)) =G(v;) =w; Viel. Fir v=> \v

el
gilt dann  F(v) = FO_Avi) = D NF(v) = > hw = > NG(v) =
icl icl icl icl
iel
Alsoist FF =G .

ii) Existenz:

Sei v € V. Dann ist v =) \jv; . Definiere nun F(v) = > \w; .

i€l iel
Fir v,v' € V selen v => Av; und o' =Y pv; .
icl icl
Dann ist v+v" = > (N + p;)v; und damit F(v+0") = F(OJ (A + pi)vi) =
icl iel
> (N4 pi)wi = Y Nwi + 3w = F(v) + F(V') .
i€l i€l il

Analog zeigt man, dass F(\v) = AF(v) .



F' ist somit linear und hat offenbar die Eigenschaft, dass F'(v;) = w; fiir
alle 1€1. [

Bemerkung. Ist dimV =n und (vy,v9,...,v,) eine Basis von V |
(wy,ws, ..., wy,) eine beliebige Familie aus W , dann gilt fir v € V' mit

v = ; Aiv; damit F(v) = ;)\Zw’ :

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt weiters
a) F(V) = Span(w;)

b) F ist injektiv < (w;) ist linear unabhéngig

Beweis.
zu a) : Offenbar ist F(V) C Span(w;) .

Sei nun w € Span(w;) , etwa w = > Nw; . Setze v = Y \v; € V
el 1€l
Dann ist F(v) = w , also ist auch Span(w;) € F(V) und damit
F(V) = Span(w;) .

zu b) :

7 =" Sel Mw;, +...+ \w;, =0. Setze v = A\v;,; +...+\v;, . Dann
ist F(v) =0. Weil F injektiv ist und bereits F(0) =0 ist, mufl v =0
sein. Weil (v, ...,v; ) linear unabhéngig ist, mul A\ = ... =\, =0
sein. Also ist (w;) linear unabhéngig.

77 Sel F(v) =0 und v = Ay, + ...+ Ao . Dann ist \w;, +
...+ Nw; =0, und laut Voraussetzung folgt damit A\ =... =X\, =0.
Somit gilt v =0 .

Ist nun F(v) = F(v') , dann F(v —v') =0 und somit v —v' =0 bzw.
v =" . Dies heifit, dass F' injektiv ist. [

Beispiel. Sei V=W =R?.

v1 = (1,1), v =(0,1) bilden eine Basis von V' . Sei w; = (2,—-3) , wy =
(1,2) .

Dann gibt es gemif vorher genau eine lineare Abbildung F : R? — R?
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mit F(vy) =w; und F(vg) = ws .
Frage: Was ist F'(v) fiir ein beliebiges v € V' 7
Sei V= (iEl,ZCQ) = )\11}1 + )\21}2 = >\1(1, 1) + )\2(0, 1) = ()\1, )\1 + )\2) .

Dann gﬂt )\1 =T und )\1 + )\2 = T9 bzw. )\2 = T2 — I .

F(v) = Mwy + Aws , also  F(xy,x2) = 21(2,-3) + (z2 — 21)(1,2) =
(x1 + w9, =51 + 229) .



