Basiswechsel und
Koordinatentransformation

Durch Wahl einer Basis A = (v1,vs,...,v,) in einem K-Vektorraum V
wird bekanntlich ein Koordinatensystem ® 4 : K" — V definiert, wobei

(x1, 29, ..., 2p) EK" = 201 + ...+ 250, €V

n v=umxv+...+x0, €V heift x = (r1,29,...,2,) der Koordi-
natenvektor von v bzgl. A .

Ist nun B = (wy,ws,...,w,) eine weitere Basis von V (mit Koordi-
natensystem ®p: K" =V bzw. (y1,92,...,Yn) = 101+ ...+ ypw, ),
dann stellt sich die

Frage. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Koordinatenvek-
toren bzgl. A bzw. B 7

Dazu betrachten wir
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Die lineare Abbildung L(T) = ®5z' o ®4 : K* — K" wird durch die
Matrix T = Mg'(idy) beschrieben.

Dieses Diagramm beschreibt die Koordinatentransformation, die Ma-
trix T heiffit Transformationsmatrix des Basiswechsels A — B .

Offenbar gilt fiirein v € V' , dass y = T'x , wobei x der Koordinatenvektor
von v bzgl. A ist und y der Koordinatenvektor von v bzgl. B ist.

Damit: Die j-te Spalte von T ist der Koordinatenvektor von v; bzgl.
B .
Beispiel. Seien A = {(1,0), (1,1)} sowie B={(—1,2), (2,1)} Basen
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des R? jalso vy =(1,0), vo=(1,1) und w; = (-1,2), wy = (2,1) .

(1,0) = A(—1,2) + p(2,1) liefert A=—1, p=2
(1,1) = A(=1,2) + pu(2,1) liefert A=1%, p=2
11
Also ist T:< 9° g)
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Problemstellung. Die Basisvektoren von B = (wi,...,w,) seien
gegeben als Linearkombination der Vektoren von A = (vy,...,v,) . Man

bestimme die Transformationsmatrix von A — B .

Betrachten wir die Transformationsmatrix S von B +— A, dann ist die
j-te Spalte von S der Koordinatenvektor von w; bzgl. A .

Folglich ist 7'= S~! die gesuchte Transformtionsmatrix von A+ B .

Damit stellt sich die Frage nach der Bestimmung der inversen Matrix S~}
von S .

Algorithmus zur Bestimmung der inversen Matrix
(Beweis folgt spater)

Sei A € M(n x n;K)

1) Schreibe A und die Einheitsmatrix F, nebeneinander und fiihre
alle Operationen, die an der linken Matrix (zu Beginn A) vorgenommen
werden, in gleicher Weise an der rechten Matrix (zu Beginn E,,) durch.

ar ... ... Qin 1 0O ... 0
A= | %t A2, B — o 1 ... 0
Apl -+ -v o-. Gpp 0o ... ... 1

2) Durch Zeilenumformungen bringe A auf Zeilenstufenform.
Ist Zeilenrang A < n , dann ist A nicht invertierbar.

Ist Zeilentang A = n , dann erzeuge durch Zeilenumformungen jeweils



71”7 in den Elementen der Hauptdiagonale.

3) Durch weitere Zeilenumformungen erzeuge links FE, . Die Matrix auf
der rechten Seite ist dann schlieBlich A™! .

Beispiel. Siehe Tafel.



