Orthonormalisierung

Wie schon im Falle V' = R" erwahnt, erhalten wir durch ein Skalarprodukt
eine zugehorige Norm (Lénge) eines Vektors und in weiterer Folge eine
Metrik (Abstand zwischen zwei Vektoren). Dartiberhinaus kénnen wir den
Winkel zwischen zwei Vektoren definieren.

Sei nun V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Wir setzen
]l = /(v,v) .

Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[{v, w)| < [ol[||w]
mit deren Hilfe gezeigt wird, dass ||v|| eine Norm auf V ist, i.e.
[ 20 fl[[=0 & v=0
[Av]] = [Alllv]]
|lv+wl|| < |jv|| + ||w|]] (Dreiecksungleichung)

Aus der Norm wiederum ergibt sich durch die Setzung d(v,w) = ||[v — w||
eine Metrik auf V | i.e.

dlv,w) >0 , dv,w)=0 < v=w
d(v,w) = d(w,v)
d(v,u) < d(v,w) + d(w,u) (Dreiecksungleichung)

Wir erwahnen weiters die Ergebnisse
v+ w|* = [|v]|* + [[w]]* + (v,w) + (w,v) (Satz von Pythagoras)

v+ w|* + [Jv — w||* = 2(||]v]|* + ||w]|*) (Parallelogrammgleichung)

Sind v,w # 0 dann heifit 6 € [0, 7] mit

cos = iy

der Winkel zwischen v und w .



Definition. Sei V' ein euklidischer (bzw. unitérer) Vektorraum.

1) v,w €V heilen orthogonal , v | w , wenn (v, w) =0

2) U,W CV stehen aufeinander orthogonal , U 1L W | wenn
ulw VueU YweW

3) Zu W CV heifit
Wht={veV :vlw YVweW}

das orthogonale Komplement zu W . (Man iiberlege sich, dass W+
stets ein Untervektorraum ist)

4) Eine Familie (v;);e; von Vektoren heifit orthogonale Familie, wenn
(% al Uy Vi 7& j .
Sie heifit orthonormal wenn sie orthogonal ist und |jv;]| =1 Vi€l

gilt.

5) Eine Orthonormalbasis (ONB) von V' ist eine orthonormale Fam-
ilie, welche auch eine Basis von V ist.

Beobachtung. Eine orthogonale Familie (v;);e; ist linear unabhingig.

Beweis. Sei A\jv;, +...+ A\, =0 . Fur jedes k ist dann
0= (v;,,0) = (v, \vi, + ...+ N\ ) =

= M (i, Vi) + oo+ AV, i) = A, vi)

= N, =0 weil (v;,,v;,)#0. O

Mit dem Orthonormalisierungsverfahren von Schmidt kann man in
einem euklidischen (bzw. unitdren) Vektorraum V mit dimV =n in-
duktiv eine Orthonormalbasis konstruieren.

Sei (v1,v9,...,v,) irgendeine Basis von V und setze w; = —”1,11”711 :

Seien wy, ..., w,, bereits orthogonal (bzw. orthonormal) und gelte



Span(vy, ..., v,) = Span(wi, . .., wy,)

m
Setze nun v* = vy 41 — Y. (Wi, U)Wy und w4 = ”vl*Hv*
k=1
Dann ist wy,...,w;+1 orthonormal und
Span(vln st 7Um+1) - Span(wla s me-i-l)
Beispiel. Sei V =R? mit Basis
1 0 0
V1 = 1 , Uy = 1 , U3 = 0
0 1 1
1
_ 1 1
e T v
0
_% -1
o V' =uy— (wy,v)wy = % = wgz\/L6 1
1
1 1
o v" = vz — (w1, v3)wy — (W, V3)wy = % —1 = W3 = \/% —1
1 1
Bemerkung. Sei (vq,...,v,) eine ONB von V und seien v = zyv1 +

..+ xpv, und w =yv1 + ... 4+ y,v, . Dann ist

(v, W) = (101 + ...+ TV, Y101+ oo F YpUp) =TI+ . Ty = TLY

n
sowie (v,v;) =7T; ,also v=">_ (v,v)v; .
i=1

Das heisst: Das Skalarprodukt (v,w) ist das kanonische Skalarprodukt
der entsprechenden Koordinatenvektoren.

Von besonderem Interesse sind natiirlich lineare Abbildungen, welche ein



gegebenes Skalarprodukt invariant lassen.

Definition. Sei V ein euklidischer (bzw. unitérer) Vektorraum.

Eine lineare Abbildung F :V — V heifit orthogonal (bzw. unitar),
wenn

(F(v), F(w)) = (v,w) VoweV
Grundlegende Eigenschaften von orthogonalen (unitédren) Endomorphis-
men sind
(a) [[E@)l =1l , [[F(v) = Fw)|]| = [lv - w]

Damit sind auch Norm und Metrik invariant.

(b) A EWvon F = |\ =1
(Beweis: Wéhle v # 0 mit F(v) = Av . Dann ist
[oll = IF @) = Mol = [Allloll = [A[=1)

(c) viw < F(v) L F(w)
(d) F ist injektiv

Folgerung. Ist dimV < oo, dann ist F' auch bijektiv. In diesem Fall
kann man leicht zeigen, dass F~! ebenfalls orthogonal (bzw. unitér) ist.

Bemerkung. Man kann zeigen dass ein Endomorphismus mit || F(v)|| =
|v|]| bereits orthogonal (bzw. unitér) ist.

Definition. Eine n x n Matrix A heifit (im Fall K = R) orthogonal
wenn AAT =F, .

Also ist eine orthogonale Matrix regulir und A~! = AT . Des weiteren ist
offenbar det A = +1 .

Im Fall K=C heiBt A unitir wenn AA =E, .



Also ist A wiederum regulir und A~ = A" . Unter Verwendung von
det A = det A zeigt man, dass |det A| = 1 . Damit ist detA eine
komplexe Zahl auf dem Einheitskreis.

Bemerkung. Sei

O(n) = {A : A ist eine orthogonale n x n Matrix}

U(n)={A : A ist eine unitdre n x n Matrix}

SO(n)={A€O0(n) : det A=+1}

SUn)={AcU(n) : detA=+1}
Dann bilden diese Mengen beziiglich der Multiplikation von Matrizen eine
Gruppe.

Man spricht von der orthogonalen Gruppe, der unitaren Gruppe,
der speziellen orthogonalen Gruppe und der speziellen unitaren
Gruppe.

Bemerkung. Direkte Ausrechnung ergibt, dass folgende Aussagen aquivalent
sind :

1) A ist orthogonal (unitir),
2) die Spaltenvektoren von A sind eine ONB von K",

3) die Zeilenvektoren von A sind eine ONB von K",

Beispiel.
4L
A= ( v2ooVv2 ) ist orthogonal,
VZoV2
1+i  —1+414
B = ( 2 1% ) ist unitar.
2 2

Beziiglich darstellender Matrizen zeigt man leicht
Satz. Sei V ein euklidischer (bzw. unitérer) Vektorraum mit dimV =n

5



, FF':V —V linear und B eine ONB fir V .

Dann ist F orthogonal (bzw. unitdr) genau dann, wenn Mpg(F') eine
orthogonale (bzw. unitédre) Matrix ist.

Wir stellen uns nun die Frage, wann eine ONB aus Eigenvektoren besteht.
Dies wird durch den folgenden Satz beantwortet.

Satz. Sei V ein unitarer Vektorraum mit dimV =n und F:V — V
unitar.

Dann besitzt V' eine ONB bestehend aus Eigenvektoren von F' .

Bemerkung. Im reellen Fall, wo also V' ein euklidischer Vektorraum ist
und F' : V — I orthogonal, gilt dies ebenfalls, sofern das charakteristische
Polynom von F' iiber R in Linearfaktoren zerfallt.

Folgerungen. Sei V ein unitarer Vektorraum mit dimV = n und
F:V —V unitar.

(a) F ist diagonalisierbar.

(b) Ist A eine unitdre m x n Matrix, dann existiert eine unitdre Matrix
S mit

A1 0

S AS =
0 An

wobei A, € C, [N =1, \; ist EWvon A fiir jedes i .

(¢) V ist die orthogonale Summe der Eigenrdume zu den verschiedenen
Eigenwerten, d.h.

zum einen ist V' die direkte Summe der Eigenrdaume zu den verschiedenen
Eigenwerten. Da man leicht zeigen kann dass Eig(F; \) L Eig(F;p) fir
A # 1, spricht man von der orthogonalen Summe.



Bemerkung. Im Fall, wo V' ein euklidischer Vektorraum mit dimV =n
und F' : V — V ist, laBlt sich die sogenannte ”Kastchendiagonalform”
erzielen, d.h. es existiert eine ONB B fir V mit

(+1.' 0\

+1
—1
Mp(F) =
—1
Ay
\ 0 A )
wobel Az = ( C.OS Qi TSI ) , Q4 7£ O,’]T, 27 und det Az =41
S1n ¢y COS ¢

Von besonderer Bedeutung sind die selbstadjungierten Endomorphismen.

Definition. Sei V ein euklidischer (bzw. unitdrer) Vektorraum. Eine
lineare Abbildung F :V — V heifit selbstadjungiert, wenn

(F(v),w) = (v, F(w)) Yov,weV

Bemerkung. Ist B eine ONB fir V ,dannist F:V — V selb-
stadjungiert genau dann, wenn Mpg(F) symmetrisch (bzw. Hermitesch)
1st.

Bemerkung. Ist F':V — V selbstadjungiert, dann zerfallt das charak-
teristische Polynom von F iiber R (!) in Linearfaktoren. Im besonderen
ist F' dann auch diagonalisierbar, und V besitzt eine ONB bestehend
aus Eigenvektoren von F'.



