Das Lebesgue-Integral

Bei der Einfithrung des Integralbegriffs gehen wir schrittweise vor. Zunachst
erklaren wir das Integral von charakteristischen Funktionen, danach von
positiven einfachen Funktionen und anschliefend von positiven mefibaren
Funktionen. Abschlieend definieren wir den Integralbegriff fiir integrier-
bare Funktionen.

Definition. Sei (X, ) ein Mafiraum und F € Q2 . Dann ist
Jx xe(@)du(z) = p(E) .

Einfache Funktionen sind ja Linearkombinationen von charakteristischen
Funktionen. Allerdings kann eine einfache Funktion auf verschiedene Arten
als Linearkombination von charakteristischen Funktionen dargestellt wer-
den.

Lemma.

Gelte  s(x) = > ajxa,(x) = > Bixs,(2)
j=1 k=1
mit oq,...,q, , B1,...,0, € R. Dann ist

éajM(Aj) = éﬁkM(Bk) :

Beweis. Setze A,,.1 = Bi,..., A, = B, und betrachte die Familie
m+n
D aller Durchschnitte () M; , wobei M; = A; oder M; =X\ A; .
i=1
Die Elemente von D sind dann paarweise disjunkt, da es fiir je zwei
verschiedene Elemente ein i gibt sodass die eine Menge in A; und die

andere Menge in X \ A; liegt.

Des weiteren ist jede Menge A; die Vereinigung aller Mengen in D |,
welche Teilmengen von A; sind.

Seien nun C1, ..., C, die verschiedenen Elemente von D . Dann hat s(x)



eine Darstellung

s(x) =Y vxe(x) wobei v = > a;j= > PBk.
—1 k=1

=1 j= =
ClgAj OlgBk
Wegen A; = |4 C; gilt nun
ClgAj
r r m m r m
2 ) =2 2 €)= 2oy 2, pG) = 2 agpld;) -
I=1 =1 j=1 j=1 =1 i=1
CICA; CICA;

Analog folgt >~ yu(Ci) = > Bru(By) . O
k=1

=1

Damit ist folgende Definition sinnvoll, da sie nicht von der jeweiligen
Darstellung von s(x) abhéngt.

Definition. Sei (X,Q,u) ein Mafraum und s(z) = > ajxa,(z) eine
—~
einfache Funktion.

Dann wird fiir eine meflbare Menge FE € 2 das Integral von s(z) iiber
E definiert durch

fis@)dp(z) = 3 o,u(A; N E)

Bemerkung. Im besonderen ist damit [, s(z)du(z) = > aju(A;) .
j=1

Ist s(z) = xp(z), dann gilt [, xp(e)du(z) = [ du(z) = p(E) .

Lemma. Sei s = ) ajx4, > 0 eine einfache Funktion und E € Q .
j=1
Dann wird durch

E) = [, s(x)du(x)

ein Mafl auf (X,() definiert.

Beweis. Zu zeigen ist die o-Additivitat von ¢ . Seien FE; paarweise



disjunkt und E = |J F; . Dann ist
i=1

o

H(E) = ilaju(flj NE) =Y a(X ulA; N E)) =

=% aju(A; N E) = i o(E) . O

i=1 j=1

~

Als nachstes zeigen wir die "iiblichen” Eigenschaften des Integrals fiir ein-
fache Funktionen.

Lemma. Seien s und t einfache Funktionen auf X , £ € Q und
c € R . Dann gilt

Ji (8(z) + t(x))dp(z) = [ s(x)dp(x) + [pt(x)dp(x)
Jpe-s@)du(z) = c [ s(x)du(z)
Beweis.

m
Wir betrachten dazu die kanonischen (!) Darstellungen s = > a;x4, und
i=1
n
t= 7> Bjxp, undsetzen Ej; =A,NB;NE .
j=1

n

Wegen A; = (A;NB)U...U(A;NB,) ist x4, = > xanp, und folglich

J=1
n

m n m
§= 1,2, 0;XanB, - Ebenso ist t = 3" > Bixa,np, und damit
i=1j=1 j=li=1

s+t=> % (+Bj)Xans, -
i=1j=1



m
Die zweite Aussage folgt aus der Tatsache, dass c-s(x) = > cajxa, - O
i=1

Nachdem nun das Integral von einfachen Funktionen bekannt ist, konnen

wir das Integral von positiven meflbaren Funktionen definieren.

Definition. Sei f: X — [0,00] mefibar. Wir definieren

fE _Supr :u( ) )

wobei das Supremum tiber alle einfache Funktionen s(x) mit 0 < s(x) <
f(x) gebildet wird.

Satz. (Elementare Eigenschaften des Integrals)

Seien f und g positive Funktionen.

L f<g = 0Z [yf(x)du(z) < [pg(x)du(z) (Monotonie)

2. ACB = [, fx)du(z) < [, f(x)du(z) (Inklusionseigenschaft)
3. ¢>0 = fE (e f(x)dp(x) = c [ f(z)dp(w)

4 [y f@)dp(z) = [ (f x))dp(w)

5. [p (f(2) +g(@)dp(z) = [ f(x)dp(x) + [, g(x)dp(z)

6. wE)=0 = [;f(z)du(z)=0

7. E=FEUE, EENE=0 = [, fdu= [, fdu+ [, fdu

8. Ju f( )=0 < pu{z el : f(x)>0})=0
Beweis.
Ad 1. Gilt s < f,dann auch s < g, folglich
[ s(x ) < sup [ s(x)du(z) = [, g(x)du(z) (obere Schranke)

= Jpf(@)du(z ): OSUP Jps(@)dp(x) < [pg(@)dp(z)



Ad 2. Nach einem Lemma zuvor ist ¢(E) = [, s(z)du(z) ein MaB.
Wegen A C B ist dann ¢(A) < ¢(B) , also fiir s < f

Jus ) < [ps(x ) < sup [ps(@)du(x) = [ f(x)du(z)

0<s<f

= Juf(@)du(z) = sup [, s(w)dp(r) < [5 f(@)du(r)

0<s<f

Ad 3. Folgt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir einfache Funktionen
und Supremumsbildung.

Ad 4. Zur Ubung.

Ad 5. Wir verwenden dazu den (spater bewiesenen) Satz von der mono-
tonen Konvergenz. Nach dem Approximationssatz sind f und ¢ der
punktweise Limes einer monoton steigenden Folge von einfachen Funktio-

nen, also f = nh_)rglo S, und g = nh_)rg() tn

Dann ist f+ g = lim (s, +t,) und die Folge (s, + t,) ist ebenfalls
n—oo

monoton steigend.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist dann
Jx (f +9)du= lim [y (sy+ta)dp = lim (fy sudp+ [y tudp) =

= lim szndu+ hm th dp = [y fdp+ [y gdp

n—00
Des weiteren ist

Je(f+9)du= [ (f +9)xedp= [y (fxe+ gxe)dp =
= [ fxedu+ [y gxpdp = [, fdu+ [, gdu .

Ad 6. Zur Ubung.

Ad7. Sei 0<s=> ajxa < f. Dann ist

1=1

fE Sd,u = g:laz,u(Al M E) — éazu((flz M El) U (Az N Eg)) =



=Y aip(Ai NV E) + 3 aypu(Ai NV Ey) = [ sdp+ [ sdp <
i=1 i=1

< g fdu+ [ fdp = [pfdu < [ fdu+ [, fdu

Zu zeigen ist nun fEl fdu+ fE2 fdu < fE fdu .
Falls fE fdu = oo, ist die Ungleichung erfiillt. Sei also fE fdu < oo .
Dann ist [, fdu <oo und [ fdu < oo.

Zu e >0 wahle einfache Funktionen (in der kanonischen Darstellung)

s1 = aixa, < f und sy =) bjxp, < f mit
i=1 j=1

Jp, fdp < [ sidp+ 5 und [ fdp < [ sadp+5 .

Definiere s(z) durch s(x) =a; wenn =z € A;,NE; und s(z) =b; wenn
T € B] N E2 .

Dann ist s < f und

5—|—fEsdu:5—l—fEl Sld,u-l—fE2 Sodp > fEl fd,u—l—fE2 fdu . Also ist
Jg, fdp+ [p, fdu < [gsdp+e < [p fdu+ e . Folglich ist

Je, fdu+ [g, fdp < [ fdp .

Ad8 7=": Sei BE,={z€E : f(z)>+}CE . Dann ist
flen:{xEE : f(z) >0} und

0= [p fdu> [, wdu=;pu(E,) = p(E,) =0 und folglich
plze B 2 f(x)>0}) =0,

<7 Setze By ={x € FE : f(x) >0} , Eb={x € F : f(x)=0}.
Wegen 7. ist fEfd,u:fEl fd,u—|—fE2 fdu .

i) p, Jdp =0 laut Voraussetzung und 6.
szfd/Lzo weil f=0 auf Ey. O



Folgerung. Aus 6. und 7. folgt weiters :
Ist £y CFE und pu(E) =0 dann [, fdu = fE\El fdu .

Daraus wiederum leite man (Ubung !) her :

E=F UE;, N<E1DE2):O = fEfdM:fElfdﬂ+fE2fd:u

Wie schon erwéhnt, kann fiir eine positive Funktion [ g fdp =00 sein.

Damit kommen wir zum Begriff der Integrierbarkeit (nach Lebesgue)
einer Funktion.

Definition. Sei f mefibar auf dem Mafiraum (X, Q, u) .

(a) : f >0 heiBt integrierbar (auf X) wenn [, fdu < oo

(b) : f:X — R heiBt integrierbar wenn f* und f~ integrierbar
sind. In diesem Fall definiert man

fod,u:fo+d/L—fo_d,u

f ist also genau dann integrierbar wenn [ | f|dp < oo .

(¢c): f:X — C heifit integrierbar wenn [ |f|du < oo .
Man definiert dann [, fdp = [ Refdp+i [, Imfdpu .

Bemerkung. Mit Lg(X,p) bezeichnen wir die Menge aller integrier-
baren Funktionen f: X — R, mit £L(X,pu) die Menge aller integrier-
baren Funktionen f: X — C.



