Konvergenzsatze

Satz. (Satz von der monotonen Konvergenz, Satz von B. Levi)

Sei f,: X — [0,00] eine Folge von Funktionen mit

(ii) nh_)rglo folz) = f(x) Va (punktweise Konvergenz)

Dann gilt [ f(z)dp(x) = lim [y fu(z)dp(z)

(D.h. Integration und Grenzwertbildung kénnen vertauscht werden)

Beweis. [ ist nach einer fritheren Aussage wieder mefibar.
Setzen wir ay, = [y fodp dann gilt o, < appr (wegen f, < fuia).
Die monoton steigende Folge (a;,) hat einen Grenzwert « € [0, 0] .

Wir erhalten weiters
Oén:fon(x) <fX dﬂ( ) = O‘<IX d:u( )
Damit verbleibt zu zeigen dass « > [ f(z)du(z) .

Sei s eine einfache Funktion mit 0 <s< f undsei 0 <c<1.

Nun definieren wir

={zeX : fule) Zc-s(@)} = (fo —c5)7([0,00])
Die Mengen FE, sind melbar und es gilt

E,CE,;; und X = U E,=lim E, (weil c-s(x) < f(z))

n=1 n—0o0
Damit gilt

= [y Jul@)du(a) > [ ful@)du(a) > ¢ [, s@)du(z) = c - O(5,)
(® ist das durch s definierte Mafl)

Der Grenziibergang n — oo liefert mit der Stetigkeit von @
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a>c-P(X) firalle 0<ec<1.

Daraus folgt nun a > ®(X) = [ s(z)du(z) und weiters

o> sup [y s(z)du(z) = [y f(x)dp(z) O

n—oo

Folgerung. Sei f, > 0 eine Folge mefibarer Funktionen.

Dann gilt [ (3 ful@)dp(a) = 3 fy fule)du(z)

Beweis. Betrachten wir die Folge der Partialsummen s, = Y f; .

Wegen fr > 0 ist die Folge (s,) monoton steigend und wir kénnen den
Satz von B. Levi anwenden. [

Folgerung. Seien a;; >0 V1,5 .

Dann gilt Z Z ai; = Z Z Qij

i=1j= j=1i=
Beweis. Ubung.
Die folgende Aussage gilt fiir eine beliebige Folge von positiven mefibaren
Funktionen.

Satz. (Lemma von Fatou)

Fiir jede Folge f,: X — [0,00] von mefBlbaren Funktionen gilt
o < Tim
Iy hrrlgglffndu < hgg)lf [ fadp
Beweis. Wir setzen g,(z) = igf fi(x) . Dann gilt
gn(x) < fu(x) und 0<g¢g; < gy <... sowie
Jx gndn < [x fodp = lim [y gpdp = liminf [y godp < liminf [y fdp

Mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz und liminf f,, = lim g,

n—oo n—oo
erhalten wir schlie3lich



. _ . P P
Tim [y gndp = [ (lim gn)dp = [ liminf fodp <liminf [y fudp . O

Wir sahen bereits frither: ist s > 0 eine einfache Funktion, dann wird
durch ¢(E) = [, sdu ein MaB geliefert. Dieses Ergebnis kann nun auf
positive meflbare Funktionen erweitert werden.

Satz. Sei f:X — [0,00] eine mefbare Funktion auf (X,Q,u) .
Setze ¢(E) = [, fdp fir E€Q.

Dann ist ¢ ein Mafl und es gilt [, gd¢ = [, (g - f)du fiir alle meBbaren
Funktionen g : X — [0,00] .

Beweis. ¢()) =0 weil das Integral iiber einer Menge vom Mafi 0 gleich
Null ist.

¢(F) >0 gilt wegen f >0 und der Monotonie des Integrals.

Seien (F,) paarweise disjunkt und E = |J F, .

n=1

Dann gilt f(z) - xr(z) = >_ f(x) - xg,(r) und mit der ersten Folgerung
n=1

des Satzes iiber die monotone Konvergenz erhalten wir

E) = [ fdp= [y f-xpdn= [y (éf $XE,)dp =

= 3 [/ Xmdn = X Jp, fdn =3 6(5,)

Damit ist ¢ ein Maf.

Sei nun t = Z bixp, eine einfache Funktion mit b; > 0. Dann ist
[ tdo = ;bsz(Bz') = Xi:bi [, fdu = Zi:bi Ix fxsdp =

= Jx > bixs, fap = Jx (- f)dp

Nun betrachten wir eine Folge (¢,) von einfachen Funktionen, die von
unten monoton gegen ¢ konvergiert. Dann gilt



fngqb— hm th dp = lim fX fldu = fX g-fd

n—oo

weil (¢, - f) monoton von unten gegen ¢ - f konvergiert. [

Bemerkung. Die Funktion f heifit in obigem Zusammenhang Dichte-
funktion von ¢ beziglich p .

Man schreibt d¢ = fdu .

Korollar. Gelte dv = fdu und dp = gdv fir positive mefibare
Funktionen f und g .

Dann gilt dp = (gf)du

Beweis. Fir AeQ gilt p(A)= [,9dv= [,(gf)dp. O

2

Beispiel. Betrachte R mit dem Lebesgue-Mafl und f(z) = \/%—We_% :

Dann wird durch ¢(A) = \/LTW [4 e~7dr ein neues MaB definiert, das
Gaufische Maf.

Beispiel. Es beschreibe p(x,y,2) die Massendichte. Dann ist durch

prd)\ ffprx y, z)dxdydz
die Masse von K C R? als Integral iiber die Massendichte gegeben.

Satz. (Berechnung von BildmaBen)

Sei T:(X,Q) — (X', ) eine mefibare Abbildung und 7'(x) das Bildmaf}
von 4 . Dann gilt

1. f % fdT (p f X foT)dp fir alle meBbaren Funktionen
f: X' = [O, ] .

2. Eine Y-mefibare Funktion f ist genau dann 7'(u)-integrierbar, wenn
foT p-integrierbar ist. Es gilt dann die gleiche Formel wie in 1.



Bewelis.

n
Ad 1. Sel s= ) ajxa mit a; >0 eine einfache Funktion auf X' .
j=1

Dann ist soT = Y ajxa, mit A; =T '(A)).
j=1

Weil T'(u)(A}) = u(4;) ist, folgt aus der Definition des Bildmafes die
obige Gleichheit fiir einfache Funktionen.

Sei nun f > 0 eine mefbare Funktion auf X’ . Wahle eine monoton
steigende Folge (s,) von einfachen Funktionen mit s, — f .

Dann ist (s, oT) eine monoton steigende Folge mit s, 0T — foT .

Jx (foT)dp = lim [, (spoT)dp = lim [, s,dT(pn) = [y, fdT(p)

n—oo n—o0

Ad 2. Eine Zerlegung in positiven und negativen Anteil fithrt auf die
Behauptung, wenn man beachtet dass

Jx fHdT(p) = [ (ffoT)dp = [y (foT) dp O



