Konvexe Funktionen

Definition. FEine Funktion ¢ : (a,b) — R heifit konvex, wenn

¢((1 =Nz + Ay) < (1= XN)o(x) + Ap(y)
fir alle x,y € (a,b) und 0 <A< 1.

Bemerkung. Ist ¢: (a,b) —» R konvex, dann ist ¢ stetig auf (a,b) .
Beweis. Ubung.

Bemerkung. Sei ¢:(a,b) > R konvex und a <s<t<u<b.
Mit x=s, y=u und t=(1—\)s+ Au erhalten wir

o(t) < (L= X)@(s) + Ap(u) = ¢(s) — Ad(s) + Ao(u) =

o(t) — o(s) < Ad(u) — é(s))

Wegen ¢ = (1—A)s+ A gilt A== und folglich

(Monotonie der Differenzenquotienten )

Satz. (Ungleichung von Jensen)

Sei (X,€Q,u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei f € LL(X, ) mit
a< f(r)<b VzelX.

Dann gilt fiir jede auf (a,b) konvexe Funktion ¢ dass

O(fx fdu) < [ (o fdu

Beweis. Wegen a < f(x) <b gilt
a=au(X)=[yadu < [ fdu < [ bdp =bu(X) =0

Setzen wir also ¢t = [, fdp dann gilt a <t <b.



Fiir jedes beliebige s mit a < s <t und ein festes v mit ¢t <u < b
gilt dann gemafl vorher

) =0(s)  P(w)=¢(s)

t—s —

und folglich existiert das endliche Supremum

b= sup% und fir a < s <t gilt

a<s<t

0 < g = g(s) > d(t) + B(s — 1) .

Fir t <u<b gilt dann g < % ,also @(u) > o(s) + Blu—s) .
Mit der Stetigkeit von ¢ und s — t erhalten wir

¢(u) = ¢(t) + Blu—1) .
Dies bedeutet aber, dass fiir alle s € (a,b) gilt ¢(s) > o(t) + S(s —1) .

Speziell fir s = f(z) gilt dann ¢(f(x)) > o(t) + B(f(x) — 1) .
Integration liefert nun

Jx (@0 fdn> [ ot)du+B [ fdp— B [y tdu =

= ()u(X) + Bt = Bt(X) = ¢(t) = o([x fdp) . O

Beispiel. Sei X = {P,P,,...,P,} mit p({P}) =1 ¢(z) =e" und
f(P)=ua; fir 1<i<n.

n
Dann ist [, fdp = 8=t — % Zla;‘Z und damit
1=

x1+...+xn

e < i(em4. . 4e™).

Mit der Setzung y; = e** ergibt sich die Ungleichung vom arithmetischen
und geometrischen Mittel

(1. yo)t < Wbt

- n

Beispiel. Wir wahlen in der obigen Situation nun ein anderes Maf3,
namlich p({P;}) =a; mit Y a;=1.

1=1



n
Dann ist [, fdp =Y a;z; (das sogenannte gewichtete Mittel).
i=1

Mit der Vorgangsweise wie oben erhalten wir
yrtooytr <aqyr .l

11
Im speziellen gilt ylys < %yl + %yQ fir Il) 4+ % —1.

Bemerkung. Aus fritheren Uberlegungen folgte bereits, dass

If+ 9l < |Iflli + |lglli - Nun untersuchen wir den Fall p > 1.

Satz. Seien f und ¢ meBbar,1<p<oo und 1 +1=1 (p und ¢

P
heiflen dann konjugiert).

Lo [ fllglde < || fllbllgll;  (H6lder Ungleichung)

2. lf +glly <fllp+llgll,  (Minkowski Ungleichung)

Beweis.
Ad L Setze A=||f],, B =gl

Falls A =0 (oder B =0)gilt f =0 fast iberall (oder g =0 fast
iberall). Dann ist die Ungleichung trivial. Seialso A#0, B # 0. Wenn
dann A = oo oder B = oo dann ist die Ungleichung ebenfalls trivial.
Sei damit 0 < A< oo, 0< B< .

; _ Sl _ gl
Nun setzen wir F'=7 , G =5 .

Dann ist aber [, FPdu=1 und [, G%p=1.
Mit vorher erhalten wir
— (FP)(G9)i < L 1
PG = (FP)r(GY)s < JFP+2G1 =

Jx FGdp < 5 [ Frdp+ [ Gldp =+ =1.

1
p

Folglich ist [, 8y <1 = [ |fllglde < £l lgl, -



Ad 2. Wir verwenden die Holder Ungleichung und § =p-—1. Fur

| f + gl =0 ist die Ungleichung trivial.

Jx lf+glPdp= [ [f +gllf + 9P du < [ (If]| + 1gDIf + gl" du =
= [ IfIIf + gt du+ [ lgllf + glP dp <

< NSy | + gl D9dp)s + gl (S 1f + gl ®Dsdp)s =

= (If1lp + lgllp) (Jx |f + glPdpe)

(S I+ glPdi) =5 = ([ |f + glPd)y = 11f + ally < I f1lp + lgll, - O

Q=

=

Bemerkung. Fir p = q = 2 erhalten wir aus der Holder Ungleichung
als Spezialfall die Ungleichung von Cauchy-Schwarz, namlich

[ | fllgldi < ([ Fll2llgll2 -

Bemerkung. Aufdem L?(X,u) kann ein Skalarprodukt definiert wer-
den, namlich

(f,9) =[x fgdu (fix C) bzw. (f,g) = [ fgdp (fir R)

Dies ist moglich, weil eben [, [f|lgldp < ||fll2llglls < oo fiir f,g €
LA*( X, p) .

Satz. Fir 1 <p< oo ist L’(X,pu) ein Banachraum (und fir p = 2
damit ein Hilbertraum).

Beweis. Man iiberzeugt sich leicht (insbesondere mit der Minkowski
Ungleichung), dass die Normeigenschaften erfiillt sind. Zu zeigen bleibt
die Vollstandigkeit.

Sei (f,) eine Cauchy-Folge in LP(X,u) . Dann existiert eine Indexfolge

ani+1 - fm

1 .
p<? 221’2’...




k 00
Nun definieren wir gr = > |fn,0s — fo.l und g =>"|fo,sr — fuil -
i=1 i=1

Dann ist (g;) eine monotone Folge und es gilt ||gi|l, <1, |lgll, <1 und
damit |g| < oo fast tiberall.

k
Wegen  f,.,(x) = fo,(x) + > (fa,,, — fn;) konvergiert die Folge (f,)
i=1

punktweise fast iberall absolut gegen eine Grenzfunktion f .

Wir wollen nun zeigen, dass f auch der Limes bzgl. | - ||, ist und in
LP(X, ) liegt. Weil (f,) eine Cauchy-Folge ist, ist dann f auch der
Grenzwert von (f,) .

Mit dem Lemma von Fatou ist

fX |f - fm'pd:u - fX Zliglo ‘fnz - fm|pd,u - fX hZII_lxglf |fnz - fm‘pd:u <

< lim1i - Py .

<liminf [ [fo, = fnl"dp
Zu e > 0 existiert ein Index Ny(e) sodass || fn, — fullp < € fiir alle
m > NQ(E) .

Dies bedeutet dann aber ||f—f,|l, < e fir m > Ny(e) . Damit konvergiert
(fn) im Sinne der p-Norm gegen f .

Nun sind f,, , f—fm € LP(X, 1) , und damit gilt auch f = (f—f,)+fm €
LM(X,p). O

Bemerkung. Man kann zeigen, dass L>°(X, u) ebenfalls ein Banachraum
beziiglich der Norm || f]|« ist.

Satz. Sei S die Menge aller einfachen mef3baren Funktionen auf X
sodass u({z : s(z) #0}) < o0

Dann liegt S dicht (beziiglich der p-Norm) in LP(X, u) .

Beweis. S C LP(X,pu) weil fiir jedes s € S die Menge {x : s(x) # 0}
ein endliches Maf hat.



Umgkehrt zeige man zur Ubung, dass fiir eine einfache Funktion s =

k
> ajxa, € LP(X,p) gilt dass pu(A;) < oo falls a; #0 .
j=1

Sei nun f € LP(X,u) . Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen
wir f > 0 annehmen (sonst betrachte die Zerlegung in f* , f~ bazw.

(Ref)™, (Ref)™, (Imf)™, (Imf)")

Nach dem Approximationssatz existiert eine steigende Folge (s,) von
einfachen Funktionen, welche punktweise gegen f konvergiert.

sn <[ = Jylsaldu < [y |fPdp<oo = s, € L'(X,p) = s, €8

Mit dem Satz iiber die dominierte Konvergenz folgt nun

[ |f = sulPdp— 0 baw. ||f —sul, = 0. O

Die folgende Aussage wird ohne Beweis angefiithrt. Sie erlaubt uns spéter
zu zeigen, dass die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager

dicht in LP(X, pu) liegt.
Satz. (Lusin)

Sei p ein regulares Borel-Mafl auf dem metrischen Raum (X, d) . Sei
weiters f: X — C meBbar mit u({x € X : f(z) #0}) < 0.

Dann gibt es fiir jedes ¢ >0 ein g € C.(X,C) und ein A € B(X) mit
pn(A) <e sodass f(z)=g(zr) Vee X\A.

g kann so gefunden werden, dass ||g|c < |||l -

Satz. C.(X) ist dicht in LP(X,pu) fir 1<p<oo.

Beweis. Gemafl vorher liegt die Menge S der einfachen Funktionen
von LP(X,pu) dicht in LP(X,u) . Daher geniigt es zu zeigen, dass zu
jedem s € S und jedem e > 0 eine Funktion g € C.(X) existiert mit
lg - sll, <



Nach dem Satz von Lusin gibt es ein g € C.(X) und ein A € B(X) mit
glx)=s(x) Vee X\A, u(A) <e und suplg(x)| <sup|s(x)| f.i.

Weiters ist

0 wenn r € X \ A
|9(x) = s(z)] < { 2ls(x)| wenn z € A

Folglich ist [[s — g||P < fX\A Odp + 20 [ |sPPdp < (||s||)P2Pe . O



