Einfache Eigenschaften von Maflen

In Mafiraumen ist es moglich, dass gewisse Mengen das Mafl oo haben.
Aus diesem Grund ist es erforderlich, die Menge R um zwei zusatzliche
Elemente +o00 und —oo zu erweitern und fiir die neue Menge

R=RU{—oco}U {+oc0}

entsprechende Rechenregeln festzulegen. +oo sind dabei nicht als reelle
Zahlen zu verstehen, sondern als hinzugenommene Symbole bzw. ”Fern-
punkte”.

o —w<a<+oo VaelR

e Beziiglich der metrischen Eigenschaften gilt
d(oco,a) = d(—00,a) = d(—o00,+0) =00 VaeR
d(400,+00) = d(—00, —00) =0

e [is gelten die Rechenregeln

a+oo=+00 , a—oco=—00 VaeR
a-0c0=00 , a-(—00)=—00 fir a>0
a-00=-—00 , a-(—o00)=o00 fir a<0

Der Ausdruck "oo — oo” ist nicht definiert !

Die Festlegung von 70 -00” erfolgt nicht einheitlich.

In der Mafitheorie ist es jedoch sinnvoll, 0-oco =0 zu definieren.

Lemma. (Monotonie des Mafles)
Sei (X,Q,u) ein Mafiraum und A, B € 2 . Dann gilt
ACB = u(A) <uB).

Beweis. Sei A C B . Dann kann B als disjunkte Vereinigung der
Mengen A und B\ A geschrieben werden. Folglich ist

1



W(B) = u(AU (B\ A)) = pu(A) + u(B\ A) = u(4) . O

Bemerkung.

ACB und p(A)<oo = p(B\A)=n(B) - u(A)

Sei nun (X,€2, u) ein endlicher Mafiraum und A, B € () .

Dann kann AU B als disjunkte Vereinigung AUB = AU (B\ (AN B))
geschrieben werden. Damit erhalten wir

p(AUB) = pu(A) + u(B\ (AN B) = p(A) + u(B) — (AN B) .

Durch eine analoge Uberlegung ergibt sich fir A, B,C € Q
(AU BUC) = p(A) + u(B) + p(C) = p(AN B) — p(ANC)—
—w(BNC)+pu(ANBNC)

Das Inklusions-Exklusions-Prinzip erhalten wir daraus mittels
vollstandiger Induktion

QO=szW S u(NA)

= k=1 IC{l,.n} , [I|=k i€l

Sei nun (X, €, u) wieder ein beliebiger Mairaum und gelte weiters

A,eQ VneN.

Wir setzen
Bl = Al
BQ = A2 \ B1

By =A,\ (BiUB,U...UBy_1)

Dann ist offenbar (B,) eine Folge von paarweise disjunkten Mengen,
B,CA, VneN und | A4,= | B, . Folglich ist
n=1

n=1



Wir betrachten nun gewisse Eigenschaften von Mengenfolgen.

Sei F,, CX VneN. Dann sind

liminf £, = lim F, = J () Ex

o0 o0
limsup £, = lim E, = (| U E.
n—00 n—00 k=1 n=Fk
Bemerkung.

e 1 € liminf F, genau dann, wenn x in fast allen F, liegt, d.h. in

n—oo
allen F, bis auf endlich viele Ausnahmen.

e x climsupE, genau dann, wenn z in unendlich vielen FE, liegt.
n—oo

Also gilt stets liminf E, C limsup F,, .

n—00 n—00

Beispiel. Sei X =7 die Menge der ganzen Zahlen.
E,={me€Z : m>0} falls n ungerade, und
E,={meZ : m<0} falls n gerade.

Dann ist liminf £, = {0} # Z = limsup F, .

n—00 n—00

Bemerkung. Gilt liminf F,, = limsup F,, , dann sagt man, dass (FE,)

n—oo n—o00

konvergiert bzw. einen Grenzwert (oder Limes) lim FE,, besitzt.
n—oo

Dieser ist dann per definition
lim F,, =liminf £, = limsup F,, .

n—oo n—oo n—oo

Definition. Eine Mengenfolge (F,) heifit monoton wachsend (bzw.
monoton fallend), wenn



E,CE,1 Vn (bzw. E,.1 CE, Vn)

Lemma. Jede monotone Mengenfolge (F,) ist konvergent. Es ist

n—oo

lim E, = |J E, falls (F,) wachsend ist,
n=1

lim £, = (| £, falls (F,) fallend ist.
n=1

n—oo

(Beweis zur Ubung)

Satz. (Stetigkeit von Maflen)
Sei (X,Q, ) ein Mafiraum und (E,) C 2 eine Mengenfolge.
1) (Stetigkeit von unten) Falls (F£),) monoton wéchst

plim Ey) = lim p(E,)

2) (Stetigkeit von oben) Falls (FE,) monoton fallt und u(E;) < oo

p(lim E,) = lim p(E,)
n—oo n—oo

3) p(liminf F,) < liminf u(E,)

n—oo n—oo

4) Falls (X,Q,u) ein endlicher Mafiraum ist, gilt

p(limsup E,,) > limsup p(E,)

n—oo n—oo

Bewelis.

Ad 1) Auf die disjunkte Vereinigung

lim En = U En = E1 U U (En \ En—l)
n=1 n=2

n—oo

wird die o-Additivitat angewandt.

p(lim E) = (U B) = p(BL) + 3 B\ Buea) =

n—oo



n

= lim (u(E1) + 3 (B \ Bio)) = lim u(Fy U U (B \ i) =

n—00 i=2 1=2

= lim p(E,) .

n—oo

Ad 2) Um den Ausdruck "oco — 00” zu vermeiden, ist die Bedingung
p(Ey) < oo erforderlich.

Wir setzen F, = E1\ E, Vn. Dannist (F,) monoton wachsend und
es gilt mit den Regeln von de Morgan

lim B, = N E,=E\ U F, =
n=1 n=1

p(lim B) = () B) = p(B) = (U Fo) = p(By) = lim () =

= lim (u(Er) — p(Fn)) = lim p(Ey\ Fy) = lim p(E,)

n—oo n—oo n—oo

Ad 3) Wir setzen Fj = E, V k. Dannist (F};) monoton steigend
—k

n
und mit 1) erhalten wir

p(liminf E,) = p(J Fr) = lim p(Fy) = liminf p(Fy) < liminf p(Ey)
k—o00 k—o00 k—o00

wegen Fj C Ej .
Ad 4) Folgt durch Komplementierung von Aussage 3) . [O

Bemerkung. Die Bedingung, dass u(FE7) < oo in 2) gilt, ist tatséchlich
notwendig, wie folgendes Beispiel zeigt.

Sei X =N versehen mit dem Zahlmafl p . Fiir jedes n € N sei
E,={nn+1,...}.

Dann ist (F,) monoton fallend und pu(E;) = oo .

lim £, = E,=0 = u(lim E,)=0 | aber
n—00 n—1 n—00



p(E,) =00 Vn =

lim
n—oo

p(Ey) = 0o .



