Regulare Malfle

Definition. Sei (X,Q,u) ein Mafiraum, (X,d) ein metrischer Raum
und B(X) C Q.

1) A€ Q heiit von aulen p-regular, wenn

p(A) =inf{u(0) : ACO, O ist offen}

2) A€ Q heifit von innen p-regulir, wenn

pn(A) =sup{u(K) : K C A, K ist kompakt}

3) A€ Q heifit py-regular, wenn A von innen und von auflen p-regulér
ist.

4) p heiit regular, wenn alle A € Q0 p-reguldr sind.

Bemerkung. FEin regulares Mafl ist also dadurch charakterisiert, dass
sich fiir eine beliebige me3bare Menge deren Mafl dadurch bestimmen 1aft,
dass man auf offene oder kompakte Mengen zuriickgreift.

Bemerkung. Man iberlege sich: Ist p ein endliches Mafl;, dann ist
A € Q p-regular genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 eine offene Menge
O O A und eine kompakte Menge K C A existiert mit p(O\ K) < ¢ .

Lemma. (Regularitatslemma)

Sei p ein endliches Maf3 auf einer o-Algebra 2 O B(X) . Dann ist
R,={AecQ : A p-regular}

ein o-Ring.

Beweis. 0 € R, ist trivial.

Seien A, B € R, und > 0. Dann gibt es kompakte Mengen K,L C X
und offene Mengen U,V C X mit



KCACU,LCBCV und pw(U\K)+u(V\L)<e.
Dann ist K UL kompakt und U UV offen, sowie
KULCAUBCUUV |, (UUV)\(KUL)C(U\K)U((V\L)
Folglich ist p((UUV)\(KUL)) <e unddamit AUB € R, .

Ebenso erhalten wir KNLCANBCUNV und
(UNV)\(KNL)C(U\K)U(V\L), woraus
p((UNV)\(KNL)) <e folgt und damit ANB € R, .

Wegen A\ B = A\ (ANB) geniigt es fiir den Nachweis von A\ B € R,
gleich B C A vorauszusetzen. Ebenso konnen wir dann annehmen, dass
L CK und V CU ist (ansonsten ersetze K durch KUL bzw. V
durch V' NU).

Dann gilt K\V C A\BCU\L , wobei K\V kompakt ist und U\ L
offen ist. Weiters ist

(U\NL)\N(K\V)=(U\K)U(V\L) und damit
(U D)\ (K\V)) < p(U\K) +p(V\L) <. Also A\B€ R, .
Seien nun A, € R, , ohne Beschrinkung der Allgemeinheit paarweise
disjunkt.

Zu £ > 0 existieren kompakte Mengen K, und offene Mengen U, mit

K,CA,CU, wd pU,\K,) <.

Wegen 3° (A0 = (U A < p(X) <00 . p(U,) < pldy) + 5 st

n=1
SICARES

oo

Daher gibt es ein N € N sodass > u(U,) <ce¢.
n=N+1

N 00
Die Menge K = |J K, ist dann kompakt, U = |J U, ist offen und es



00 N 00
git KC YA, CU sowie U\NKC{ (U, \K,)U U U,.
n=1 n=1

n=N+1
N 00
Damit ist uw(U\K) <> pw(U, \K,)+ > wU,) < 2¢.
n=1 n=N-+1

Also gilt auch |J 4, € R,. O

n=1

Satz. (Regularitatssatz)

Sei o ein endliches Borel-Mafl auf X und sei jede offene Teilmenge von
X p-regular. Dann ist p ein regulares Borel-Maf.

Beweis. Weil laut Voraussetzung X p-regular ist, ist nach dem Reg-

ularitatslemma R, eine o-Algebra, welche alle offenen Mengen enthélt.
Damit gilt auch B(X)C R, . O

Folgerung. Ist jede offene Teilmenge von X o-kompakt, dann ist jedes
endliche Borel-Maf§ auf X regular.

Beweis. Klarerweise ist jede offene Menge von auflen p-regular. Um den
Beweis abzuschlieflen zeigen wir, dass jede o-kompakte Menge von innen
p-regular ist.

Sei A= J K, , wobei die Mengen K,, kompakt sind. Fiir jedes n € N
n=1
setzen wir C,, = K;U...UK, . Dann sind alle C,, kompakt, C,, C C,, 4

und A= C, .

n=1

Wegen der Stetigkeit des Mafles gilt u(A) = lim u(C,) =

n—oo

=sup{u(K) : K CA, K kompakt} [

Die bisherigen Ergebnisse beschrankten sich auf endliche Mafle. Um zu
entsprechenden Aussagen iiber das Lebesgue-Mafl zu gelangen, miissen wir
nach geeeigneten Erweiterungen suchen.



Satz. Sei (X,B(X),u) ein Mafiraum mit den Eigenschaften

1) X=U O, , wobei jedes O, offen ist und ©(0,) < oo,

n=1

2) O, ist p-regulér fiir jedes n € N .

Dann ist p regular.

Beweis. Die (eingeschrinkten) Mafle p, = p|o, sind nach dem Regu-
laritatssatz regular.

Sei A€ B(X) und A, = ANO, . Dann existiert zu jedem ¢ > 0 eine
offene Menge U, mit

A, CU,CO, und U, \ An) = p(Uy\ Ay) < 57 . Dann ist
U= Elen offen, ACU und p(U\ A) < il,u(Un\An) <e.
Dies bedeutet, dass p von auflen regular ist.i
Sei nun « < p(A) . Setzt man B, = Ay U...UA, , dann gilt

A= A =UB,, B,C B,y und u(A) = lim u(B,) .
n=1 n=1

n—oo

N
Also existiert ein N € N mit 6 = u(By) —a=pu(|J 4,) —a>0.
n=1

Wegen der Regularitat von p, existieren kompakte Mengen K, mit
K, CA, und p,(A,\ K,) < % .

N
Die Menge K = |J K,, C A ist dann kompakt und es ist

n=1

N N
(U (An\ Kn)) < 30 plAn \ FG) < N -5 =3

Wegen (nL]:\j1 A\ (n@1 K,) C nL]:\jl (A, \ K,,) erhalten wir
u((n(\jl A\ K) < ,u(n@l (A, \ K,,)) <6 und weiters



= (U A) = )+ (U A\ K) < () +5.

n=1

Damit ist p(K) > « und folglich ist p auch von innen regulér. Insgesamt
ist p damit regular. U

Folgerung. Das Lebesgue-Mafl )\, ist ein regulares Borel-Maf.

Beweis. Wir sahen bereits frither, dass jede o-kompakte Menge von innen
regular ist. Jede offene Menge im RP ist eine abzahlbare Vereinigung von
(kompakten) dyadischen Elementarzellen, also o-kompakt und damit auch
von innen regular.

Weiters ist RP = |J O, mit O, = (—n,n) X ... x (—n,n) und offenbar
n=1

gilt A\p(Oy) <o0. O

Zum Abschlufl sei ohne Beweis eine weitere wichtige Aussage erwahnt.

Satz. (Ulam)

Jedes endliche Borel-Mafl auf einem polnischen Raum X ist regular.



