LP-Raume

Satz. Die Mengen L(X,u) und L£{(X,p) sind Vektorrdume iiber R
bzw. C beziiglich der punktweisen Addition.

Beweis. (fir C)
Seien f,g € L&(X, 1) und ¢ € C . Dann ist

(f +9)(x) = f(z) +g(x) und (c-f)(z)=c f(z)
f+g¢g und c- f sind, wie frither gezeigt, wieder mef3bar.

Wegen |c- f| = |c||f] und |[f+g| < |f|+]|g| folgt mit den zuvor gezeigten
Eigenschaften des Integrals dass

Jx le- fldu= le| [x |fldp < oo und

Jx lf +gldp < [ 1fldp+ [y lgldp < oo

Dies bedeutet, dass f+g € L&(X,p) und c- f e L&(X,p) . O

Wir mochten nun fiir integrierbare Funktionen eine Norm definieren. Als
Kandidat bietet sich

1A= S5 fldp an.

Hier taucht allerdings das Problem auf, dass es Funktionen f # 0 gibt,
fir die [y |f|dp =0 ist. Man denke etwa an die Funktion yg auf R.

Um dieses ”Problem” zu beheben, werden nun Funktionen identifiziert (als
7gleich” angesehen), wenn sie sich nur auf einer Nullmenge voneinander
unterscheiden. Dazu betrachten wir die Relation

frg & u{zeX : f(z) #g@)}) =0

Man iberzeugt sich leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation auf L (X, 1)
bzw. L&(X,u) ist.



Die dadurch entstehenden Mengen der Aquivalenzklassen werden mit L (X, 1)
bzw. Lg(X,p) bezeichnet.

Wichtige Sprechweise. Man sagt, eine Eigenschaft gilt ”fast iiberall”
wenn sie bis auf Elemente einer Menge vom Mafi 0 erfillt ist.

f ~ g heifit also, dass f und g fast iiberall gleich sind.
Man schreibt auch: f =g fast iiberall bzw. f =g f.ii.

Bemerkung. Des weiteren gilt offenbar :
fi~ra, arvge = htfa~rgi+ge und cfi ~eq

Dies hat zur Folge, dass die Mengen Lg(X,p) und L(X, ) mit einer
Vektorraumstruktur versehen werden konnen.

Cenauer: Sind [f],[g] € Li(X,u) (also jene Aquivalenzklassen, denen
f e Ly(X,pn) und g € LL(X, ) angehoren) und ¢ € R, dann sind die
Operationen

fl+ 19l =1[f+9g] und c-[f]=][c-f] wohldefiniert !!

Mit diesen Operationen werden dann Lg(X, ) und Le(X, ) zu Vek-
torraumen. Der Nullvektor ist dann jene Aquivalenzklasse, in der die Null-
funktion liegt, also alle Funktionen, die fast iiberall Null sind.

Wichtig. In praktischer Hinsicht rechnet man allerdings nicht mit den
Aquivalenzklassen selbst, sondern mit den einzelnen Reprisentanten, aber
eben mit der Vereinbarung, dass zwei Funktionen ”gleich” sind, wenn sie
fast iiberall gleich sind.

Definition. Ly (X, ) (bzw. LE(X,p)) sind die Rdume der absolut

integrierbaren Funktionen.

Wir verallgemeinern nun die bisherigen Uberlegungen und definieren fiir
p=1

LE(X,p)={f:X =R : f meBbar und [y |f(z)[Pdu(z) < co}



LE(X,p)={f:X—=C : f meBbar und [, |f(z)[Pdu(z) < oo}

D =

11l = (fx S Pde)

Wiederum betrachten wir die Aquivalenzrelation f~g¢g < f=g LiL

(p-Norm von f)

Die dadurch entstehenden Mengen der Aquivalenzklassen werden mit L% (X, p)
bzw. L{(X, p) bezeichnet.

Fiir p = oo definieren wir das essentielle Supremum von |f|

[flloe = mnf{A = p({z € X+ [f(2)] > A}) = 0} =ess sup |f|

Lemma. fe LY X, u) = |f|<oo fii

Beweis. Sei F={r€ X : |f(z)] =00} . Annahme: p(E)>0.
Dann ist nyp < |f| fir alle n € N und folglich nu(E) < [, |fldu .
Daraus folgt [ |f|dp = oo , ein Widerspruch. O

Lemma. f=g¢g fi. = fEfd,u:ngd,u V E e

Beweis. Ubung.

Satz. f€ Le(X,p) = | [y fdul < [ |fldp

Beweis. Setze z = [, fdu € C. Dann existiert ein o € C mit |of =1
und az = |z| . Also

|fod/L‘ :O‘fxfdM:fXOéfd/LSfX\aﬂd,u:
= la| [x [fldp = [ |fldp O

Satz. (Satz von der dominierten Konvergenz, Satz von Lebesgue)

Sei f, : X — C eine Folge mefibarer Funktionen, und gelte lim f, = f
n—oo

(punktweise).

Es existiere eine Funktion g € L&(X, u) mit |f,] < g furalle n e N .
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Dann gilt
L. feLe(X,p)
2. Jx fdu= lim [y fudp
3. Nfa—fllh—0

Bewelis.

Ad 1. Offenbar gilt |f(z)| < g(z) V2, und damit
[y 1fldu < [y gdu < oo = f€ LL(X,p)

Ad 2. Wegen | [y (fo— f)du| < [y |fn— fldp muB nur mehr Aussage
3. gezeigt werden.

Ad 3. Mit der Dreiecksungleichung gilt |f, — f| < 2¢g . Nun wenden wir
das Lemma von Fatou auf die Funktionenfolge (2g — |f, — f|) an.

Jx liminf(2g — [ fu = f)dp = [ 2gdp <
<liminf [y (29 — |fu = f)dp = [y 29dp+liminf(= [y |fo — fldp) =

= [y 29dp — limsup [ | fo — fldu

n—oo

Daraus folgt limsup [y |f, — fldp =0, ie. limsup||f, — flli =0, und
n—oo n—oo
damit

lim |[fy — flli=0. 0O
n—00

Bemerkung. Sei f, : X — [0,00] eine Folge mefibarer Funktionen
mit f; > fo > ... > 0, welche punktweise gegen eine Grenzfunktion f
konvergiert.

Wenn f; € L}, , dann gilt mit g = f; und obigem Satz
Jx fdp = lim [y fudp .

Wahlt man etwa f, = x4, , wobei (A,) eine monoton fallende Mengen-

folge ist, dann ist lim x4, = x4 mit A= (| A, und p(A) = lim u(A,)
n—00 n—1 n—00



