Mafle auf Produktraumen

Es seien (X1,81) und (Xs,€Qs) zwei Mefiraume. Wir wollen uns zuerst
tiberlegen, wie wir ausgehend davon eine geeignete o-Algebra auf X; x Xs
definieren konnen.

Wir betrachten die Menge & der ”Rechtecke” M; x My C X7 X Xy mit
M; € Qy und M, € Q) .

Die von & erzeugte o-Algebra 2} ® 2y heifit dann die Produkt-o-
Algebra auf X; x X5 .

(Analog wird die Produkt-o-Algebra ) ® Qs ® ... ® €, fir Mefirdume
(X;,€) , i=1,...,n, als die von den Mengen M; X My X ... X M,
erzeugte o-Algebra definiert, wobei M; € Q; Vi .)

Sind nun (X1, Qq, p1) und (Xo, 9, p2) gegebene Mardume, dann wollen
wir ein Mafl auf (X7 x X5, ® 2y) definieren.

Die Idee besteht darin, jedem ”Rechteck” Ax B mit A € 1 und B € ()
das Maf3

(A x B) = pui(A) - ue(B)  zuzuordnen.

Definition. (Schnittmengen)

Sei FC Xy xXy und 21 € X7, 29 € X5

Der z;-Schnitt (von FE) ist E, ={y€ Xy : (x1,y) € E} C X, .
Der z5-Schnitt (von FE) ist E? ={r € X; : (x,29) € E} C X; .

Satz. Ist £ € Q=Q,®0,dann gilt E, €y und E™ € () . D.h.
Schnitte von mef3baren Mengen sind wieder mef3bar.

Beweis. Sei Q={FcQ : E, €Oy Vaz €X}.

1. Fir FE=AxB mit A€y und B € gNilt E, = B falls
r1 €A und E, =0 falls x; ¢ A. Damit gilt E €.



2. Weiters gilt offenbar
° Xl X XQ S Q
e EcQ = (XixX)\E) =X\E, = (XixXy)\FeQ

e Fir E;eQ gilt (UE)s, =U (E)e, = UE €.
=1 =1 =1

Also ist QN eine o-Algebra und mit 1. gilt damit Q C Q. Wegen Q C Q
ist dann Q = .

Analog erfolgt der Beweis fiir £*2 . [

Satz. Seien (X1,€1), (X5,Q9) und (X3,Q3) Mefirdume. Des weiteren
sei f: Xy x X9 — X3 mefibar.

Dann gilt

L. fe, : Xo — X3 mit f, (z2) = f(21,22) ist meBbar fiir jedes feste
r1 € X3 ,

2. f" X7 — X3 mit f*2(x1) = f(x1,72) ist meBbar fiir jedes feste
T9 € Xy .

Beweis. Sei Ve Q3 und Q= f V) = {(z1,72) : f(x1,22) €V}.
Dann ist @ € 21 ® {2 und mit dem vorigen Satz ist auch
Qu, = (o) (V) €Q und Q7 = (f2)" (V) e . O

Definition. FE € ; ® s heifit elementare Menge wenn £ als
endliche disjunkte Vereinigung von ” Rechtecken” darstellbar ist.

Definition. FEin Mengensystem M heifit monotone Klasse wenn fiir

jede monoton wachsende Mengenfolge A; € M auch deren Vereinigung
(0. ¢]

A; in M liegt, und fir jede monoton fallende Mengenfolge B; € M
i=1
auch deren Durchschnitt B; in M liegt.
i=1



Satz. (ohne Beweis)

Q1 ® €2y ist die kleinste monotone Klasse, die alle elementaren Mengen
enthalt.

Satz. Seien (X1,Q, 1) und (Xo, 9, p2) o-endliche Mafiraume und
Qe ®.

Fir z1 € Xy, 22 € Xy sei ¢(x1) = p2(Qy,) und ¥(x2) = pu1(Q*2) .
Dann sind die Funktionen ¢ : X; - R und v : Xy — R mefbar und es
gilt

fX 331 dﬂl $1 fX 1132 du2 33‘2) .
Beweis. Sei Q die Menge aller Q € Q = Q; ® Q, fiir welche die obige
Aussage erfillt ist.

1. Sei @Q=AxB mit A€y, Bely. Dannist @,, = B wenn
r1 €A und Q,, =0 wenn z; ¢ A .

Folglich ist jo(Qy,) = p2(B) wenn x; € A und ps(Q,,) = 0 wenn
I ¢ A .

Damit ist = ¢(z1) = p2(B) - xa(z1) -

Analog zeigt man, dass ¥ (x2) = pu1(A) - xp(x2) .

Damit sind ¢ und @ mefbare Funktionen und es gilt weiters

Jx, o(@)dpn(x1) = p2(B) [y, xa(@1)dpn (1) = pi(A)pa(B)

Jx, U(@2)dua(z2) = 11 (A) [, xp(r2)dps(zs) = p1(A)pa(B) -

Also gilt Q € Q.

2. Ist Q; € @y C ... eine monoton wachsende Folge von Mengen aus ()
(0.9]

dann gilt auch |J Q; € Q) . Dies folgt aus der Monotonie der zugehorigen
i=1
Folge der charakteristischen Funktionen und dem Satz tiber die monotone

Konvergenz.

3. Falls (Q;) eine paarweise disjunkte Folgen von Mengen aus € ist,



dann gilt ebenfalls |J Q; € Q@  (Ubung).

1=1

4. Ist p(A) < oo, po(B) <oo und AXxB D Q12 (y... mit Q, €0,

dann ist () Q; € Q) . Diese Eigenschaft ist eine Folgerung des Satzes iiber
i=1
die dominierte Konvergenz.

5. Nun schreiben wir X; und X, als abzahlbare Vereinigungen von
Mengen endlichen Mafes,

U X X=U X
n=1 n=1

und definieren Mengen Q,,, = Q N (X Vs x? ))

Sei M die Menge aller Q@ mit Qun € Q2 V¥V m,n. Wegen 1. und 3.
liegen alle elementaren Mengen in M . Wegen 2. und 4. ist M eine
monotone Klasse, und folglich gilt M = Q) ® Qs . [

Definition. Seien (X7,, 1) und (Xs, o, u9) o-endliche Mafirdume
und @ € Q ® Oy .

Dann ist das Produktmafl 1 ® py definiert durch
(11 @ p2)(Q) = [y, p2(Qu,)dpa (1) = [, 11 (Q"?)dpa(2)

(Die o-Additivitat folgt aus einer Folgerung des Satzes iiber die monotone
Konvergenz.)

Satz. (Fubini)
Seien (X1,€Qq, 1) und (Xo, 9, o) o-endliche Mafirdume.
Sei f: X1 xXo— C () ®Qy)-meBbar. Dann gilt

1. Sei 0< f<oo und ¢(zq) fX fu,(x2)dpa(x2) und
(x2) = [y, [*(z1)dpa(21) , dann sind ¢ und ¢ meBbar und



fX (z1)dpi (1) fX (z2)dpz(z2) lexXzf(SUlaxz)d(Ml ® p2) (w1, v2)

2. Sei ¢*(1) = [y, |fo, (w2)|dpa(ze) mit [y ¢*(21)dpa (1) < 00 .
Dann ist f € LY(X7 x X, 11 ® p2) . Analoges gilt fiir den xo-Schnitt.

3. Sei fe LY Xy x Xo, 1 ®@pus). Dannist f,, € LY(Xo, po) fiir fast alle
1 € X7 und f%2 € LY( X1, pp) fiir fast alle 25 € X5 .

Ferner ist ¢ € L}( Xy, p1) und ¢ € LY(Xs, u2) und es gilt die Formel
unter 1.

Bewelis.

1. Sei Q € Q) ®y und sei f = xg . Wie wir vorher schon gesehen
haben, stimmt die Aussage in diesem Fall. Sie stimmt ebenfalls fiir einfache
Funktionen. Mit dem Approximationssatz fiir positive mefibare Funktionen
ergibt sich die Gultigkeit von 1.

2. Wende den obigen Punkt auf |f| an.

3. Zerlege f in positiven und negativen Anteil bzw. in Realteil und
Imaginarteil. Wende Punkt 1. auf jeden Teil an und bilde anschlieend die
Summe. [

Bemerkung. Der Satz von Fubini besagt also, dass die Integration iiber
das Produktmaf} auf die Hintereinanderausfiihrung von Integrationen bzgl.
1 und po zuriickgefithrt werden kann.

Bemerkung. Die obige Formel ist falsch, wenn die beteiligten Mafiraume
nicht o-endlich sind.

Sei X1 =Xy =[0,1], p1 das Zédhlmafl auf X; und py das Lebesgue-Mafl
auf X2 .

Wir betrachten die Funktion

1  wenn x; = 29

Fz1,22) = { 0 sonst



Dann gilt
le fo(xl)dﬂl =1 Va2 und fX2 fxl(afg)d,uz =0 Va .

Folglich [ [, fz1,20)dpmn =1 #0= [y [, f(@1,29)dps .

Bemerkung. Sei X; = Xy =R und gy bzw. ps das (eindimensionale)
Lebesgue-Maflauf X; bzw. X, .

Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt sofort, dass das Produktmaf gleich dem
(zweidimensionalen) Lebesgue-Mafl auf R ist.

Analoges gilt natiirlich fiir das n-fache Produkt von R .



