Kompaktheitsbegriffe in metrischen
Raumen

Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X .

1) M C X heifit (abzéhlbar) kompakt , wenn jede (abzahlbare)
offene Uberdeckung von M eine endliche Uberdeckung enthalt.

2) M C X heiit e-kompakt , wenn : V ¢ > 0 3 endliche
k
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3) M C X heift relativ kompakt , wenn M kompakt ist.

Satz. Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X .
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
1) M ist kompakt,
2) M ist abzdhlbar kompakt,
3) jede Folge in M hat einen Haufungspunkt in M,
4) jede Folge in M enthélt eine in M konvergente Teilfolge,
5) M ist e-kompakt und vollstandig.

Des weiteren gilt:

1) M C X ist kompakt = M ist abgeschlossen

2) M C X kompakt, A C M und A ist abgeschlosssen = A ist
kompakt



3) Sei f:X —Y stetig. Dann gilt:
(i) M C X kompakt = f(M) CY ist kompakt
(i) X kompakt = f ist gleichméBig stetig

(iii) X kompakt und Y =R = f nimmt Minimum und Max-
1mum an

(iv) X kompakt und f bijektiv = f~1 ist stetig
(Beweis: sei A C X abgeschlossen = A ist kompakt = f(A)

ist kompakt = f(A) = (f~!)"1(A) ist abgeschlossen. Damit ist
f auch eine offene Abbildung und f~! stetig.)

4) Sei AC M C X . Dann gilt:
(i) M ist relativ kompakt = A ist relativ kompakt
(ii) M ist e-kompakt =- A ist e-kompakt

(iii) M ist e-kompakt (bzw. beschriankt) = M ist e-kompakt
(bzw. beschrinkt)

5) Fir M C X gilt:

M ist relativ kompakt = M ist e-kompakt = M ist
beschrankt

Ist X dartiberhinaus vollstandig, dann ist umgekehrt jede e-



kompakte Teilmenge auch relativ kompakt.

6) M C X ist relativ kompakt < jede Folge in M hat einen
Haufungspunkt in X (bzw. enthélt eine in X konvergente Teil-
folge) .

7 f: X =Y stetig, M C X relativ kompakt = f(M)CY
relativ kompakt

Beweis: M ist kompakt, folglich ist f(M) kompakt und damit
abgeschlossen. Wegen f(M) C f(M) ist dann f(M) C f(M).

Somit ist f(M) als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge wiederum kompakt.



