Lineare Abbildungen und Matrizen

e Koordinatensysteme
Es sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n , und B = (vq,v9,...,v,) sei
eine Basis in V . Dann gibt es fiir jedes v € V genau ein n-Tupel

r = (21,22, ....,x,) € K" sodall v =zv1 + .20, .

Die zugehorige Abbildung &z : K" — V. mit ®g(xq,...,z,) = x101 +
..Uy, ist ein Isomorphismus, und heifit auch Koordinatensystem in V' .

Zu v €V heiBt = (21,..,2,) = Pg'(v) der Koordinatenvektor von v
bzgl. B .

e Wir betrachten nun die folgende Grundsituation:

V und W sind K-Vektorraume mit dimV = n und dimW =m .
A = (v1,v9,...,v,) ist eine Basis von V | B = (wy, ws,...,w,,) ist eine

Basis von W .

1. Die einer Matrix zugeordnete lineare Abbildung

Sei A = (a;j) eine m x n Matrix. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung F :V — W mit

F(v1) = ajqwy + agiwy + ... + apywy,

F(v9) = ajowy + agews + ... + @y,

F(v,) = ajpwy + agpws + ... + appWi,

D.h. der Koordinatenvektor von F'(v;) bzgl. der Basis B ist die j-te Spalte

von A .



Man schreibt auch Lg(A) = F .
Auf diese Weise wird eine Abbildung Lz : M (m x n; K) — Homg(V, W)
definiert, wobei A+ Lz (A) .

Spezialfall. Sei V = K" , W = K™ und K bzw. K’ seien die
kanonischen Basen in K™ bzw. K™ . Werden z € K" und y = F(x) =
LXK, (A)(z) € K™ als Spaltenvektoren geschrieben, dann kénnen z bzw.

y als nx1 bzw. m x 1 Matrizen aufgefa3t werden und es gilt y = Ax
, d.h. y ist das Produkt der Matrizen A und =z .

Wir betrachten nun die durch die Basen A bzw. B definierten Koordi-
natensysteme ®4: K" — V und ®5: K" — W . Dann ist das folgende

Diagramm kommutativ

"

dh. ®golk(A)=Lg(A)ody bzw. Lz(A) = dgo Lk (A)o(dy)".
Mit anderen Worten: Ist z der Koordinatenvektor (bzgl. .A) von

einem Vektor v € V' | dann ist y = Az der Koordinatenvektor (bzgl. B)
vom Bildvektor Lz (A)(v) .

2. Die einer linearen Abbildung zugeordnete Matrix

Sei F:V — W eine lineare Abbildung. Fiir jedes j € {1,2,....,n} gibt
es dann eindeutig bestimmte Skalare {aij,asj,...,an,;} sodaB F(v;) =

a1;W1 + AW + ... + AWy, -



Auf diese Weise erhilt man eine m x n Matrix Mg(F) = (a;;) , die sog.
darstellende Matrix von F' bzgl. der Basen A und B, sowie eine Abbildung
Mg : Homg(V,W) — M(m x n; K) wobei F — Mg(F) .

Bemerkung 1. Die j-te Spalte von My\(F) ist der Koordinatenvektor
von F'(v;) bzgl. der Basis B .

Bemerkung 2. Ist x der Koordinatenvektor von v € V' bzgl. A, vy
der Koordinatenvektor von F(v) € W bzgl. B, A = Mg(F) dann gilt
y = Ax . Das heif3t, dafl das folgende Diagramm kommutativ ist:

LK, (A
K" L(>)Km

w| |

V—"F=W

3. Der Isomorphismus

SATZ. Die Abbildung L# : M(m x n; K) — Homg(V,W) ist ein
Isomorphismus, dessen Umkehrabbildung durch ~ Mg' : Hom(V,W) —
M(m x n; K) gegeben ist.

Das heifit unter anderem auch: Ist A eine m x n Matrix, dann ist A die
darstellende Matrix von Lg(A) . Ist F € Homyx(V,W) und A = Mg\(F)
, dann ist F = L (A) .

4. Komposition von linearen Abbildungen
Nun seien V, V' V" K-Vektorraume mit Basen B,B’,B” gegeben, und

dimV =n , dimV’' =m , dimV" =r .
Weiters seien F:V — V' und G :V’'— V" lineare Abbildungen. Setze



H=GoF ,und A= ME(F), B=ME5(G) .
Dann gilt: ME,(H) = M§,(G o F) = BA = MB,(G)MB(F) .

Analog zeigt man fir A€ M(mxn;K), B M(r xm; K) :
LB,(BA) = LE.(B) o L5,(A) .



