Lineare Abbildungen

Definition. Seien V und W K-Vektorrdume (iiber ein- und demselben
Korper K).
Eine Abbildung F :V — W heifit K-linear (bzw. linear), wenn

(L1) Fv+w)=F(v)+ Flw) VYo,weV

(L2) F(A)=AF(v) VveV 6 ViekK.

D.h. die Abbildung F' ist mit den Vektorraumstrukturen ”vertraglich”.

Bemerkung 1. Die Eigenschaften (L1) und (L2) sind dquivalent zur
Eigenschaft
(L) F(ov+ pw) =AF(v)+pF(w) VYoweV VA pekK.

D.h. eine lineare Abbildung fiihrt eine Linearkombination von zwei Vek-

toren in V in die entsprechende Linearkombination der Bildvektoren iiber.

Bemerkung 2. Sei F':V — W K-linear. Mittels vollstandiger Induk-
tion folgt sofort, daf3

F(Av1 4+ Aovo + . + Apvp) = M F(v1) + Mo F(v2) + ... + N F(vy)
fur alle vy, v9,...,v, €V und A, Ao, ..., \, € K gilt.



Grundlegende Eigenschaften.
Sei F':V — W linear. Dann gilt:
1) F(0)=0 und F(v—w)=F(v)— F(w) fir v,weV .
2) Sei (v;)ier eine Familie von Vektoren in V' .
i) (vi)ier linear abhéngig = (F'(v;))ies linear abhéngig (in W)

ii) F((v;))ier linear unabhéngig = (v;)ies linear unabhéngig.

3) i) V'«V = FV)<aW
H) WaW = FYW)aV

4) dim F(V) < dim V .



Beispiele fiir lineare Abbildungen.

1) Die Nullabbildung F :V — W mit F(v) =0 VYwv €V , sowie die
identische Abbildung id = F :V — V mit F(v) =v VYwv eV sind
lineare Abbildungen.

2) Sei A € K. Dann ist die Abbildung F : K" — K" mit F(v) = \v

linear.

3) Fir v = (v1,v9,...,0,) , w = (wy,ws, ...,w,) € K" sei
<v,w >= anlvjwj = VW1 + VW3 + ... + VW, .
iz
Dann gilt:
) <v,w>=<w,v>,
i) <v4v,w>=<v,w>+<v,w>,
i) <v,0>=0,
iv) <Av,w>=\<uv,w>.

Im besonderen ist damit fiir ein festes w € K" die Abbildung F : K" — K

mit F(v) =< wv,w > eine lineare Abbildung.

4) Sei A = (aj;) eine m xn Matrix mit Elementen aus K. Dann definiert
A in natiirlicher Weise eine Abbildung F': K" — K" :

Fir v = (1, x9,...,1,) € K" setze

n n
F)= (D] a1z ooy D amjzi) = (< a1, v >, < 2,0 >, o0y, < Gy, U >) .
j=1 j=1

Dabei bezeichnen ay,as, ..., a,, die Zeilen von A.



n
Die i-te Komponente von F'(v) ist also Y a;;x; . Man sieht sofort, dal F
j=1
eine lineare Abbildung ist.

Wir werden spater sehen, dafl jede lineare Abbildung F' : K" — K™ genau
diese Form besitzt, d.h. durch eine m x n Matrix A definiert ist.

5) Sei X eine beliebige Menge, V=Abb(X,R) und ¢ : X — X eine
beliebige Abbildung.

Dannist F:V — V mit F(f) = foy eine lineare Abbildung.

6) Die Abbildung D(R) —Abb(R,R) mit f — f’ ist linear.

Des weiteren ist fiir ein festes zy € R die Abbildung Abb(R,R) — R

mit f — f(xy) linear.



