Maf3- und Integrationstheorie

Definition. Essei X eine Menge. (2 heiflt eine o-Algebra auf
X, wenn €2 eine Familie von Teilmengen von X ist mit folgenden
Eigenschaften:

1) XeQ,

2) FeQ = X\EFeQ,

3) E,€eQ VneN = |JFE,eQ (o-Additivitit)

neN

Das Paar (X, §2) heifit dann Mefiraum und die Elemente von
() meflbare Mengen bzgl. (X, ().

Einfache Beispiele.

1) Die Potenzmenge P(X) ist eine o-Algebra auf X.

2) Sei X eine iiberabzidhlbare Menge. Dann ist
QO={F CX : FE oder X\ E istabzédhlbar}

cine o-Algebra auf X mit Q # P(X).

Sei nun A eine beliebige Familie von Teilmengen von X . Weil der
beliebige Durchschnitt von o-Algebren wieder eine o-Algebra ist,
gibt es somit eine kleinste o-Algebra () , welche alle Mengen von
A enthilt. 2 heifit dann die von A erzeugte o-Algebra.

Beispiel. Unter einem Intervall I des R" verstehen wir das
kartesische Produkt von n Intervallen aus R . Diese konnen offen,
einseitig offen, abgeschlossen, beschrankt, unbeschrankt, zu einem
Punkt entartet oder leer sein.

Ist A die Familie aller beschriankten Intervalle des R" | dann heif3t
die von A erzeugte o-Algebra B(R") die o-Algebra der Borel-
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Mengen des R".

Man kann zeigen, dafi B(R") genau jene o-Algebra ist, die von den
offenen Mengen des R" erzeugt wird.

Fiir beliebige metrische Raume (X, d) wird mit B(X) die von
den offenen Mengen erzeugte o-Algebra bezeichnet. Die Elemente
von B(X) sind die Borel-Mengen von (X, d) .

Definition. Ein Maflraum ist ein Tripel (X, 2, ) , wobei X
eine Menge, (2 eine o-Algebra auf X und g ein nichtnegatives, o-
additives Maf3 auf (X, €2) ist, d.h. eine Abbildung u : Q — [0, o]
mit den Eigenschaften

1) wW(E)>0 VEe€Q (der Wert oo ist moglich)

2) ist (E;)jen eine Folge paarweiser disjunkter mefbarer Men-

gen, dann ist p(J E;) = > p(E;) .
j=1 j=1

Bemerkung. Gilt u(E) =0 fir £ € Q, dann heifit E eine
Nullmenge.

Beispiel. Sei X ecine Menge und Q = P(X). Fir A C X sei
((A) die Anzahl der Elemente von A, wenn A endlich ist, und
sonst p(A) = oo. p heiflt das Zahlmafl auf X.

Beispiel. Fiir ein beschranktes Intervall I C R” sei m([) das
Volumen von I. Man kann zeigen, dafl es genau eine Fortsetzung
p von m auf B(R") gibt, sodafl die Eigenschaften 1) und 2) erfiillt
sind. i heifit das Borel-Lebesguesche Mafl.

Man beachte, dafl pu({z}) =0 fiir jedes z € R" gilt, und damit
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ist jede abzahlbare Teilmenge des R" eine Nullmenge (bzgl. des
Borel-Lebesgueschen Mafles).

Vervollstandigung von Mafiraumen. Fir vielerlei Zwecke
ist es erforderlich, einen gegebenen Mafiraum (X, 2, u) zu ver-
vollstandigen, d.h. zu €2 werden alle Untermengen von Nullmen-
gen hinzugefiigt. Dadurch entsteht eine grofere o-Algebra () |
und man sieht, daB das MaB p eindeutig auf €2 fortgesetzt werden
kann. Der so entstehende Mafraum (X, €, ) hat die wichtige
Eigenschaft, daf jede Untermenge einer Nullmenge wieder mefibar
ist und das Mafi Null hat.

Aus B(R") entsteht auf diese Weise die o-Algebra L(R") der
Lebesgue-meflbaren Mengen des R". Die Fortsetzung des
Borel-Lebesgueschen Mafles heifit das Lebesgue Mafl im R”.

Bemerkung. In der Analysis wird der Begriff des Jordan-
Mafles fiir Teilmengen des R" eingefiihrt, welcher in weiterer
Folge zum Begriff des Riemann-Integrals fiihrt. Es gilt, daf3
jede Jordan-mefBibare Menge auch Lebesgue-mefibar ist und die bei-
den Werte fur das Maf iibereinstimmen.

Definition. (Die Sprechweise "fast iiberall”)

Sei (X, €, ) ein Mafiraum. Fine Eigenschaft P, die sich auf
Punkte z € X bezieht, gilt "fast iiberall” (f.i.), wenn fiir die
Ausnahmemenge gilt: p{r e X : ¢ P})=0.

So kann etwa eine Funktion f : R — [—o0, 00] fast tiberall positiv
sein, oder eine Funktionenfolge (f,) mit f, : X — [0, 00] fast
tiberall gegen eine Funktion f: X — [0,00] konvergieren, wenn



eben die Menge {zx € X : f,(t) konvergiert nicht gegenf(t)}
eine Nullmenge ist.

Definition. Sei (X, 2, ) ein Mafiraum. Wir betrachten im fol-
genden Funktionen f: X — |—00,00] bzw. f: X — C.

Die Funktion f heifit p-meflbar, wenn fiir jede offene Menge
V C[0,00] bzw. V CC gilt: fH(V)eQ.

(Gleichwertig damit ist die Forderung, dafl das Urbild jeder Borel-
Menge mefibar ist.)

Bemerkung. Im Falle X = R"” spricht man dementsprechend
dann von Borel-mef3baren und Lebesgue-mef3ibaren Funk-
tionen.

(Stiickweise) stetige Funktionen sind Borel-mefibar und damit auch
Lebesgue-mefibar.

Wichtig fiir die Integrationstheorie sind nun die einfachen Funk-
tionen (bzw. verallgemeinerten Treppenfunktionen).

Eine Funktion s(x) heifit einfach, wenn es endlich viele dis-
junkte Mengen FEjy, Fs, ..., E € £ und endlich viele (komplexe)
Zahlen ry,re, ..., gibt, sodaB s(z) = r; fir x € E; und
s(x) = 0 sonst ist. Man beachte, da§ die Summe und Differenz
von einfachen Funktionen wieder eine einfache Funktion ist.

Die einfache Funktion s(x) heisst p-integrierbar, wenn



k
Z 7| pu(E;) < oo, und das Integral von s(z) ist per definition

fS dﬂf—Zmﬁ( i) -

Damit ist das Integral von einfachen Funktionen definiert. Ist
nun f(x) eine beliehige meBbare Funktion, dann heifit f(z)
integrierbar, wenn eine Folge f,(z) von einfachen Funktionen
existiert, sodafl

1) fulz) — f(x) fast iiberall, und
D) T [1fale) — fel@)lds =0

n,k—>ooX

Man kann nun zeigen, daf der Grenzwert lim [ f,(x)dx existiert
n—oo
X

und endlich ist, und dieser Wert unabhangig von der Approxima-
tionsfolge fiir f(x) ist.

Man setzt per definition [ f(z)dx = lim [ f,(z)dz
X LS ¢

Das so definierte Integral hat die tiblichen Eigenschaften:
1) f(z)ist p-integrierbar < |f(z)] ist p-integrierbar.

2) Sind f(z), g(x) p-integrierbar, dann auch « f(x)+ Gg(z) , und
es gilt
[ (af(x) + By(x))dx —osz da:w)j(”g(x)dx

X
3) Ist f(z) p-integrierbar mit f(z) > 0 fast iiberall, dann gilt



[ f(z)dz > 0, wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn
X
f(z) = 0 fast iiberall ist.

4) \é’f(w)dx\fétf\f(x)hﬂt'

5) Ist E € Q, dann ist wp(E) = [xg(z)dr . Des weiteren
X

kann das ”Integral iitber E” durch [ f(z)dz = [ xp(z)f(z)dz
E X

definiert werden.

Bemerkung. Die hier angefithrte Integralkonstruktion liefert
fiir Lebesgue-mefibare Funktionen das sogenannte Lebesgue-
Integral. Im Falle X = R" kann man zeigen, da8 fiir (stiickweise)
stetige Funktionen das Lebesgue-Integral mit dem Riemann-Integral
tibereinstimmt.

Sei (X, €2, p) ein Mafiraum. Wir betrachten meBbare Funktionen
f X — [—o0,00] bzw. f: X — C. Sei weiters p € R mit
p= 1L

1/p
Die p-Norm von f ist per definition || f]|, = Q\f\p da;) .

Man beachte, dal ||f||, =0 < f =0 fast iiberall.

Satz. 1) (Holdersche Ungleichung) Seien p,q > 1 mit
Lyl=1.
Dann gilt [ |fgldz < [If], llgll, -
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2) (Minkowski Ungleichung) Seip > 1.
Dann gilt || f + g, < [[fIl, + gl -

Definition. LP(X) = {f : fistmessbarund [ |f[’dz < oo}
X

. wobei Funktionen identifiziert werden, die fast tiberall gleich sind.

Dann ist LP(X) ein Vektorraum, || f||, ist eine Norm auf LP(X)
wodurch LP(X) ein Banachraum wird.

)

Folgerung. Aus der Holderschen Ungleichung mit p = ¢ = 2
folgt, daB fiir f,g € L*(X) gilt: fg ist integrierbar.

Damit kann auf L*(X) mittels < f,g >= [ fgdz ein Skalarpro-
X

dukt definiert werden, welches die Norm || || liefert, womit L?(X)
also ein Hilbertraum wird.

Ein Spezialfall. Sei X =N, Q ="P(X) und p das Zahlma$.

Mef3bare Funktionen auf X sind damit Folgen (&) von rellen bzw.
komplexen Zahlen.

Es gilt: [ |f[’de =Y |&[".
X k=1
Statt LP(X) schreibt man hier [? .

Die Holdersche Ungleichung bzw. Minkowski Ungleichung schreiben
sich dann in folgenden Formen:



o0 o0 1/]) 0 1/q
1) zmkrs(zw) (zmq) (Lylo)
k=1 k=1 k=1
50 1/p 0 1/p o0 1/p
2) <Z\fk+nk\p) s(zm\p) +(zm\p)
k=1 k=1 k=1



