19. Weitere elementare Funktionen

1. Der Arcussinus

Die Sinusfunktion y = f(z) = sinz (mit 3 = cosz) ist im In-
tervall [—3,5] streng monoton wachsend und somit existiert dort eine
Umkehrfunktion.

f[_%ug]_)[_Ll] ) x|—>y:f(ac):smx

=11 = [-3.5] . yra=arcsiny

Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt
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2. Der Arcuscosinus

Die Cosinusfunktion y = f(x) = cosz (mit 3’ = —sinz) ist im Intervall
[0, 7] streng monoton fallend und somit existiert dort eine Umkehrfunk-
tion.

f:0,7] = [-1,1] , z—y=f(z)=cosz

fil : [—171] — [O,W] , Y > X = arccosy



Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt

r__de 1 __ 1
(arccosy) = &y =T = o

Wegen sin’x + cos?z =1 = sinz =+/1 —cos?2z fiir = € [0, 7]
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3. Der Arcustangens

Die Tangensfunktion y = f(z) = tanz (mit 3y = —4— = cos® zsin®a _
1+ tan?x) ist im Intervall (—Z,Z

cos? cos? z
—%,%) streng monoton wachsend und somit
existiert dort eine Umkehrfunktion.

fi(=

f_1:R_>(_%,g) , Y +— x = arctany

b3

5) =R . x—=y=f(z)=tanx

Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt

(arctany) =% = 1L = L — _1

S dy % T l+tan?x T 142

y = arctanz
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4. Der Arcuscotangens



Die Cotangensfunktion y = f(z) = cotx (mit ¢’ = —Sinlgx) ist im Intervall
(0,7) streng monoton fallend und somit existiert dort eine Umkehrfunk-
tion.

f:(0,r) =R | z—y=f(zr)=cotx

f1:R—(0,7r) , yr~ x=arccoty

Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt
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5. Potenzfunktion, Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion

Bislang wurden folgende Arten von Potenzen von a € R, a > 0 definiert
(manche davon gelten auch fiir beliebiges a € R):

e d"=a-a-a...-a (n—mal) , n€N
e ' =1

-m _ 1 _ 1
¢ a T am T aaa..ca ) meN

o an=1a ,nelZ\{0}
e a» =+/a™ |, m,n<Z\{0}

Dabei gelten fiir Exponenten o, € Q und a > 0 die folgenden Rechen-
regeln:

[e%
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a*t? =q® . af a P = ,a”’ = (a")P = (aP)?
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Wir wollen nun auch den Ausdruck a® fiir o € R definieren, wobei
wiederum a > 0 ist.



Dazu betrachtet man irgendeine Folge ¢, von rationalen Zahlen mit

lim ¢, = «
n—o0

(dies bedeutet: fiir jedes ¢ > 0 gibt es einen Index N. € N mit
la — qn| < e fiir n> N.), und setzt
a® = lim ai
n—oo

(Man kann zeigen, dass dies unabhéngig von der Wahl der Folge ist, welche
gegen « strebt.)

Satz.
@ <ad’ & a<pB fir a>1

a<ad® & a>p fir 0O<a<l

Die Potenzfunktion f:R"™ — R ist definiert durch

r—x* , aeR

Die Exponentialfunktion f:R — R™ ist definiert durch

r—a® ,a>0

Sie ist streng monoton steigend fiir a > 1 , eine konstante Funktion fiir
a =1 , und streng monoton fallend fir 0 <a <1 .

0<eaexl1 y a>1

WEeil die Exponentialfunktion streng monoton und stetig ist auf dem gesamten
Defintionsbereich D = R , existiert fiir sie die Umkehrfunktion.



Definition. Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion ist der Loga-
rithmus

log, : Rt =R | y=a" + z=log,y
Rechenregeln. Mit der Schreibweise log,y = logy gelten die folgenden
Rechenregeln:

loga=1 , logl=20

log(y1y2) = logy1 + log o

log % = logy; — log o

logy* = zlogy
Bemerkung. Einige Werte von a haben eine besondere Bedeutung, und
dafiir existiert auch eine eigene Schreibweise:
a =10 log,gy =1gy ... dekadischer Logarithums
a=e log.y =Iny ... natirlicher Logarithmus

a=2 logo,y =1d y ... dualer Logarithmus

Dabei ist die Euler’sche Zahl e definiert als Grenzwert

e= lim (1+ 1) =2,71828...

T—00
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Eigenschaften der Logarithmusfunktion. (y=a" < x =log,y)

1. Fir a>1 gilt: lima* =00 , lim a* =0
T—00 T—r—00
lim log,z = —oc0 , lim log,x = 00
x—07F T—00
2. Fir 0<a<1 gilt: lima* =0, lim a®" =0
T—r00 T——00
lim log,z =00 , lim log,x = —o0
z—0*t T—00
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Wollen wir zwischen verschiedenen Logarithmen-Basen umrechnen, ergibt
sich fir x; =log,y und xy =log,y :

K
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y=a"1=0" = log,a"™ =log, 0 = =xz1log,a=uaxslog,b =
= 1z =x9log, b = log,y=log,y-log,b = log,y= ﬁi—zg

Speziell also etwa log,y = % :

Fiir die Ableitung der Logarithmusfunktion (Herleitung siehe Skrip-
tum) ergibt sich

1
zlna

y(z) =log,z = y/(z)=1llog,e=1{¢=

Tz

Speziell also (Inx) = %

Damit konnen wir nun auch die Ableitung der Exponentialfunktion
bestimmen.
y=log,x + x=ad¥

(a¥) = 4z = d(a?) 4 =zlna=a’Ina

=0 = dr 7 =

Speziell erhalten wir (e¥) = e¥ .

Fiir die Ableitung der Potenzfunktion y = f(x) = z® erhielten wir
im Falle o € Q die Aussage

y(r) = az* ™t .
Fiir ein beliebiges a € R ist zunachst eine Umformung notwendig.

y = 0 — (elnx>a — 6ozlnx =



Beispiel. y = f(z) = 2% = e*I"?
y/ — 6$1n$ ) (1 ‘Inz + x - %) — x:v(l +1H$)

6. Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus

Diese Funktionen sind wie folgt definiert:

sinhz = =~ | coshz =<t~ | D=R
y = coshx 1o JI = sinha
1) Wegen sinh(—x) = —sinhx , ist der Sinus Hyperbolicus eine ungerade
Funktion.
Wegen cosh(—zx) = coshzx , ist der Cosinus Hyperbolicus eine gerade
Funktion.

2) cosh?z —sinh?x = (ezfﬂ)z - (eI_Ziw)Q -
= +2+e2) — (¥ —2+e W) =1

Da u = coshz und v = sinhz die Hyperbelgleichung u? — v? = 1
erfiillen, werden sie auch als "hyperbolische” Funktionen bezeichnet.

3) (Ableitungen)

(sinhz) = (S5—) = 3(e" — e - (—1)) = 3(e" + e™") = coshz

(coshz) = (=) =1(e"+ e (—1)) = 3(e”" — e *) = sinhx

7. Tangens Hyperbolicus und Cotangens Hyperbolicus
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Diese Funktionen sind wie folgt definiert:

x

tanhg = S22 — =2 D=R—W=(-1,1)

cosh x eT+e T

cothy = &he — ere 2 = =R\ {0} - W=R\[-1,1]

sinh x eT—e %

-

10
0.8 y = tanh x y = cothz
H
22 =2 2 ¢ 2 kg
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Beide Funktionen sind ungerade, und ihre Ableitungen sind

/ _ (sinhx\/ __ coshxcoshzx—sinhxsinhx __ 1
(tanh [13') - (COSh x ) - cosh? z T cosh®x

! _ (coshxz\/ __ sinhasinhz—coshaxcoshz = 1
(COth I) T ( sinh z ) T sinh? - sinh?

8. Die Area-Funktionen

Dies sind die Umkehrfunktionen zu den hyperbolischen Funktionen. Wir
miissen dabei allerdings auf Definitions- und Wertebereich achten.

a) Areasinus Hyperbolicus
f:R—-R , x+— y=sinhx
ffl:R—-R , y+sx=arsinhy

b) Areacosinus Hyperbolicus
R —[1,00) , z+>y=coshx

1:1,00) > R{ , yr> x=arcoshy



y =coshz

y = sinhz

y = arsinh

N\
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N
B %arcosh x -3 -z
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c) Areatangens Hyperbolicus
f:R—(-1,1) , z+— y=tanhz

f_li(—l,l)—ﬂR , Y +— x =artanh y

d) Areacotangens Hyperbolicus
iR\ {0} 5 R\ [-1,1)
f_lR\[_lvl]_)R\{O} )

x +— 1y =cothx

Yy — x = arcoth y
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Bemerkung.
musfunktion dargestellt werden.

et—e™ 7"

5 = 2ue” =e* —1 bzw.

y =sinhz =

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir e* , folglich

emzyi\/ﬁ.

4

Die Area-Funktionen kénnen auch mittels der Logarith-

e —ue* —1=0

Weil stets e >0 und y — /92 + 1 <0 ist, erhalten wir

e z=arsinhy=In(y++y>+1)
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y =coshe = “F— =

—2ye* +1=0
=

e* =y =+ . Damit

y?—1

e x =arcoshy=1In(y++/y?>—1)

(Das negative Vorzeichen liefert den unteren Zweig der Funktion)

y = tanhx = Te:i liefert

° x—artanhy—%l -

l—y , fir |yl <1 (damit % > 0)
y = cothz = £ liefert
° x:arcothy—%lnz—1 , fir |y > 1

(damit £
v

Fiir die Ableitungen der Area-Funktionen erhalten wir

a) y=arsinhz < z =sinhy

dy _

_ 1 _ 1
7 = (arsinh x)’ =% =7

1
sinhy)

coshy =

1
\/ 1+sinh?

cosh’y = 1 +sinh*y und

1
- 2

(Beachte dass

coshy > 0)
b) y=arcoshx <« x =coshy
Z—Z = (arcosh 1)’ = & = —

1
& (coshy)’

_ 1 _ 1
sinhy — \/cosh2 y—1 Va2—1

(Beachte dass fir y € R; stets gilt sinhy > 0)

c) y=artanh x < x =tanhy

dy 1 1 1 2 cosh’y _
22 = (artanh z)" = il (T e e cosh”y = 4 =
cosh“ y
_ cosh2y _ 1 _ 1
cosh? y—sinh? 1—tanh?y

— , D=(-1,1)
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d) y=arcothz < x=cothy

dy __ S 1 1 in2 . —sinh’y
o = (arcoth ) = & = == = —— = —sinh"y = = =
dy smh2y
J— ] 2
_ sinh” y _ 1 _ 12 : D:R\[—l,l]

cosh? y—sinh®y ~ 1—coth?y =~ 1-=z

9. Hohere Ableitungen

Definition. Die Ableitung von f’ bezeichnen wir, falls sie existiert, mit

f"” und schreiben
f'(2) = (5 f (@) = 7=(f(2))
Die weiteren hoheren Ableitungen werden mit

oAV M) begeichnet.

Beispiel. Fir f(z) =2" , n €N erhalten wir
f'(z) =na™t | f'(x) =nln—1)z"?

F9@) = nln = 1)(n=2)...(n—k+ Da" = M) i k<n

fB(z)=0 fir k>n

Beispiel. Fiir f(z) =2 erhalten wir
fla) =322, f'(z)=Pa2 =V

= A% st fiir # =0 nicht definiert.

Beispiel. (Harmonischer Oszillator)

Die Auslenkung s(t) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ ergibt sich zu
s(t) = Acos(wt+a) , Aw,aeR

Fiir die Geschwindigkeit v(t) ergibt sich
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v(t) = £Ls(t) = —Awsin(wt + )

Fiir die Beschleunigung b(t) ergibt sich

b(t) = du(t) = Ls(t) = — Aw? cos(wt + a)

Beachte, dass b(t) = —w?s(t) . Die riicktreibende Kraft mb(t) ist also
proportional zur Auslenkung s(t) (Hook’sches Gesetz).
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