
21. Das bestimmte Integral

Wir betrachten eine Kurve y = f(x) mit f(x) ≥ 0 auf dem Intervall
[a, b] .

Obwohl der Flächeninhalt eines Rechteckes (und in weiterer Folge eines
Dreieckes und anderer elementarer geometrischer Figuren) als bekannt
vorgesetzt werden kann, ist vorderhand nicht klar, wie der Flächeninhalt
unterhalb einer krummlinigen Kurve definiert werden kann.

Bemerkung. Im Falle f(x) = c , c ∈ R erhalten wir ein Rechteck mit
Flächeninhalt A = (b− a) · c .

Der allgemeine Fall wird zurc̈kgeführt auf die Bestimmung von gewissen
Rechtecksflächen und anschließender Grenzwertbildung.

Wir zerlegen das Intervall [a, b] in N Teilintervalle.

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xN = b

Sei In = [xn−1, xn] für n = 1, 2, . . . , N .

Dann ist [a, b] = I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ IN .

Die Länge des Teilintervalls In ist dann ∆xn = xn − xn−1 .

Wir wählen nun in jedem Teilintervall einen Zwischenwert

ξn ∈ In = [xn−1, xn]

und bestimmen den Flächeninhalt des Rechteckes über dem Teilintervall
mit Höhe f(ξn) . Dieser ist dann

An = f(ξn) ·∆xn .
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Der gesuchte Flächeninhalt A unter der Kurve wird nun durch die Summe
der Flächeninhalte der einzelnen Teilrechtecke approximiert:

A ≈
N∑
n=1

f(ξn) ·∆xn

Definition. Die Feinheit L(Z) einer gegebenen Zerlegung

Z : a = x0 < x1 < x2 . . . < xN = b

ist die maximale Intervalllänge, i.e. L(Z) = max
16n6N

∆xn .

Der Flächeninhalt wird also angenähert durch

R(f ;Z; ξ1, . . . , ξN) =
N∑
n=1

f(ξn) ·∆xn

wobei diese Summe als Riemann’sche Summe für die Funktion f(x) ,
mit der Zerlegung Z und den Zwischenpunkten ξ1, . . . , ξN bezeichnet
wird.

Bei der äquidistanten Zerlegung wird das Intervall [a, b] in k gleich
große Teilintervalle zerlegt. Wir erhalten

∆xn = b−a
k ∀ n und folglich L(Z(k)) = b−a

k .

Bei der Zerlegung durch forlaufende Halbierung ergibt sich

∆xn = b−a
2k−1

∀ n und folglich L(Z(k)) = b−a
2k−1

.

Daneben gibt es natürlich viele beliebige Zerlegungen.

Definition. Eine Folge (Z(k)) von Zerlegungen heißt ausgezeichnete
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Zerlegungsfolge wenn

lim
k→∞

L(Z(k)) = 0

Bemerkung. Sowohl die äquidistante, als auch die Zerlegung durch fort-
laufende Halbierung sind ausgezeichnete Zerlegungsfolgen.

Definition. Das bestimmte Integral einer Funktion f(x) im Intervall
[a, b] bzgl. einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge (Z(k)) und Zwischen-

punkten ξ
(k)
n ist der Grenzwert (falls existent!)

b∫
a

f(x)dx = lim
k→∞

R(f ;Z(k); ξ
(k)
1 , . . . ξ

(k)
Nk

) = lim
k→∞

Nk∑
n=1

f(ξ
(k)
n ) ·∆x

(k)
n

f(x) heißt integrierbar im Riemann’schen Sinn auf [a, b] , wenn für jede
ausgezeichnete Zerlegungsfolge obiger Grenzwert existiert und den gleichen
Wert ergibt.

Satz. Jede auf dem Intervall [a, b] stückweise stetige Funktion f ist
integrierbar.

(Stückweise stetig heißt dass sich die Funktion aus endlich vielen stetigen
Stücken zusammensetzen lässt und an den Unstetigkeitsstellen nur Sprung-
stellen auftreten.)

Bemerkung. Falls f(x) ≥ 0 , dann ist
b∫
a

f(x)dx (per definition) der

Flächeninhalt unter der Kurve im Intervall [a, b] .

Im allgemeinen Fall kann f(ξ
(k)
n ) < 0 sein und wir erhalten ”negative”

Rechtecksflächen. Für den Flächeninhalt zwischen Kurve und x−Achse

ist daher
b∫
a

|f(x)|dx zu betrachten.
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Spezielle Riemann’sche Summen erhalten wir, wenn wir Obersummen
und Untersummen betrachten.

Betrachte Z : a = x0 < x1 < x2 . . . < xN = b .

Sei ξn jener Wert aus In wo f(ξn) = max
xn−1≤x≤xn

f(x) (bzw. f(ξn) =

min
xn−1≤x≤xn

f(x)).

Im einen Fall ist R+(f ;Z; ξ1, . . . , ξn) =
N∑
n=1

f(ξn) ·∆xn die Obersumme

bzgl. der Zerlegung Z . Im anderen Fall schreibt man R−(f ;Z; ξ1, . . . , ξn)
und erhält die Untersumme bzgl. Z .

Satz. f ist integrierbar ⇔ für jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge
konvergieren Obersummen und Untersummen gegen denselben Wert.

Beispiel. Wir betrachten f(x) = x auf dem Intervall [0, 1] .

Für jedes k ∈ N betrachten wir die Zerlegung Z(k) in äquidistante
Teilintervalle In = [n−1

k , nk ] , n = 1, . . . , k mit Intervalllänge ∆xn = 1
k .

Dann ist f(ξn) = max
x∈In

f(x) = n
k und f(ξ∗n) = min

x∈In
f(x) = n−1

k .

R+(f ;Z(k); ξ1, . . . , ξk) =
k∑

n=1
f(ξn) ·∆xn =

k∑
n=1

n
k ·

1
k =
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= 1
k2

k∑
n=1

n = 1
k2 ·

k(k+1)
2 = k+1

2k = 1
2(1 +

1
k)

R−(f ;Z(k); ξ1, . . . , ξk) =
k∑

n=1
f(ξ∗n) ·∆xn =

k∑
n=1

n−1
k · 1

k =

= 1
k2

k∑
n=1

(n− 1) = 1
k2 ·

(k−1)k
2 = k−1

2k = 1
2(1−

1
k)

Wir erhalten

lim
k→∞

R+(f ;Z(k); ξ1, . . . , ξk) = lim
k→∞

R−(f ;Z(k); ξ1, . . . , ξk) =
1
2

Eigenschaften von bestimmten Integralen

1.
b∫
a

c · dx = (b− a) · c , c ∈ R

2.
b∫
a

(f(x) + g(x))dx =
b∫
a

f(x)dx+
b∫
a

g(x)dx

3.
b∫
a

c · f(x)dx = c
b∫
a

f(x)dx

4.
b∫
a

(c1 · f(x) + c2 · g(x))dx = c1
b∫
a

f(x)dx+ c2
b∫
a

g(x)dx

5. Gilt f(x) ≤ g(x) auf [a, b] , dann
b∫
a

f(x)dx ≤
b∫
a

g(x)dx

6. |
b∫
a

f(x)dx| ≤
b∫
a

|f(x)|dx

7.
b∫
a

f(x)dx =
c∫
a

f(x)dx+
b∫
c

f(x)dx , c ∈ [a, b]
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8.
a∫
b

f(x)dx := −
b∫
a

f(x)dx ⇒
a∫
a

f(x)dx = 0

9.
b∫
a

f(x)dx =
c∫
a

f(x)dx+
b∫
c

f(x)dx , c ∈ R

10. d
dx

x∫
a

f(t)dt = f(x) , a ∈ R

Bemerkung. Setzen wir also F (x) =
x∫
a

f(t)dt , dann ist F ′(x) = f(x) ,

also ist F (x) eine Stammfunktion von f(x) . Im besonderen besitzt jede
stetige Funktion eine Stammfunktion.

Satz. (MWS der Integralrechnung)

Ist f stetig auf dem Intervall [a, b] , dann existiert ein c ∈ [a, b] mit der
Eigenschaft

f(c) = 1
b−a

b∫
a

f(x)dx bzw.
b∫
a

f(x)dx = (b− a) · f(c)

Satz. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
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Sei f stetig auf dem Intervall [a, b] und sei F eine Stammfunktion von
f , so gilt

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a) =: F (x) |ba

Die partielle Integration für bestimmte Integrale kann in folgender Form
angegeben werden

b∫
a

u(x) · v′(x)dx = u(x) · v(x) |ba−
b∫
a

u′(x) · v(x)dx

Beispiel. Betrachte I =
1∫
0

xexdx

Setze u = x , v′ = ex ⇒ u′ = 1 , v = ex .

I = xex |10−
1∫
0

exdx = (e− 0)− ex |10 = e− (e− 1) = 1

Bei der Substitutionsregel für bestimmte Integrale gilt

β∫
t=α

f(u(t))u′(t)dt =
b∫

u=a

f(u)du , a = u(α) , b = u(β)

Dabei muss u(t) stetig und streng monoton sein.

Werden die Grenzen mitsubstituiert, erspart man sich die Rücksubstitution.

Beispiel. Betrachte I =
3∫

x=1

2
√
2x+ 1dx

Substitution: u = 2x+ 1 ⇒ du
dx = 2 ⇒ dx = 1

2du

Für die Grenzen gilt: x0 = 1 ↔ u0 = 3 , x1 = 3 ↔ u1 = 7

I =
7∫

u=3

√
udu = 2

3u
3
2 |73 = 2

3(7
3
2 − 3

3
2 )
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