21. Das bestimmte Integral

Wir betrachten eine Kurve y = f(z) mit f(x) > 0 auf dem Intervall
[a,b)] .

Obwohl der Fldcheninhalt eines Rechteckes (und in weiterer Folge eines
Dreieckes und anderer elementarer geometrischer Figuren) als bekannt
vorgesetzt werden kann, ist vorderhand nicht klar, wie der Flacheninhalt
unterhalb einer krummlinigen Kurve definiert werden kann.

Yy
= f(z) y

Bemerkung. Im Falle f(z) =c¢ , ¢ € R erhalten wir ein Rechteck mit
Flacheninhalt A= (b—a)-c.

Der allgemeine Fall wird zurckgefiithrt auf die Bestimmung von gewissen
Rechtecksflachen und anschlieSender Grenzwertbildung.

Wir zerlegen das Intervall [a,b] in N Teilintervalle.
a=r0< T <9< ...<xN=0D

Sei I, =[zp_1,2,) fir n=1,2...,N .

Dann ist [a,b] =L UL U...Uly .

Die Léange des Teilintervalls I, ist dann Az, =z, — T,_1 .

Wir wahlen nun in jedem Teilintervall einen Zwischenwert

gn c In - [xn—hxn]

und bestimmen den Flacheninhalt des Rechteckes uber dem Teilintervall
mit Hoéhe f(&,) . Dieser ist dann



= f(z)

a=wx0€1 T1€2 =2 §373&4 b=y

Der gesuchte Flacheninhalt A unter der Kurve wird nun durch die Summe
der Flacheninhalte der einzelnen Teilrechtecke approximiert:

N
A= ;f(gn)Axn

Definition. Die Feinheit L(Z) einer gegebenen Zerlegung
Z i a=x0<T1<x9...<xTN=0D

ist die maximale Intervalllange, i.e. L(Z) = max_ Az, .
\n\

Der Flacheninhalt wird also angenahert durch

N
R(f;Z:&,...,¢6n) = ;f(ﬁn) Ay,

wobei diese Summe als Riemann’sche Summe fiir die Funktion f(z) ,
mit der Zerlegung Z und den Zwischenpunkten ¢&;p,...,&y bezeichnet
wird.

Bei der Aquidistanten Zerlegung wird das Intervall [a,b] in k gleich
grofle Teilintervalle zerlegt. Wir erhalten

Az, =22 Vn undfolglich L(Z®) =122,

Bei der Zerlegung durch forlaufende Halbierung ergibt sich

Az, = 2% Vn und folglich L(Z®)= L=

Daneben gibt es natiirlich viele beliebige Zerlegungen.

Definition. Eine Folge (Z (k)) von Zerlegungen heifit ausgezeichnete
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Zerlegungsfolge wenn

lim L(Z®) =0

k—o00
Bemerkung. Sowohl die aquidistante, als auch die Zerlegung durch fort-
laufende Halbierung sind ausgezeichnete Zerlegungsfolgen.

Definition. Das bestimmte Integral einer Funktion f(z) im Intervall
[a,b] bzgl. einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge (Z®) und Zwischen-

punkten &) ist der Grenzwert (falls existent!)

[ Fae)de = tim B(f: 2060, D) = 1im 35 (D) - Arl)

i k—oo k—o0 p—1

f(z) heiBt integrierbar im Riemann’schen Sinn auf [a, b] , wenn fiir jede
ausgezeichnete Zerlegungsfolge obiger Grenzwert existiert und den gleichen
Wert ergibt.

Satz. Jede auf dem Intervall [a,b] stlickweise stetige Funktion f ist
integrierbar.

(Stiickweise stetig heifit dass sich die Funktion aus endlich vielen stetigen
Stiicken zusammensetzen lasst und an den Unstetigkeitsstellen nur Sprung-
stellen auftreten.)

b
Bemerkung. Falls f(z) >0, dann ist [ f(x)dx (per definition) der

a

Fléacheninhalt unter der Kurve im Intervall [a,b] .

Im allgemeinen Fall kann f (572“) < 0 sein und wir erhalten "negative”
Rechtecksflachen. Fir den Flacheninhalt zwischen Kurve und x—Achse

b
ist daher [ |f(z)|dx zu betrachten.
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Spezielle Riemann’sche Summen erhalten wir, wenn wir Obersummen
und Untersummen betrachten.

Betrachte Z : a=z9<z1<Z9...<a2ny=0D.

Sei &, jener Wert aus I, wo f(&,) = max f(x) (bzw. f(&) =
, min - f(@)).
N
Im einen Fall ist RT(f;Z;&1,...,&) = > f(&) - Az, die Obersumme
=1

bzgl. der Zerlegung Z . Im anderen Fall schreibt man R (f;Z:&,...,&)
und erhalt die Untersumme bzgl. Z .

Satz. [ ist integrierbar < fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge
konvergieren Obersummen und Untersummen gegen denselben Wert.

Beispiel. Wir betrachten f(z) = auf dem Intervall [0,1] .

Fiir jedes k € N betrachten wir die Zerlegung Z®*) in dquidistante

Teilintervalle I, = [”T_l, 71, n=1,... k mit Intervalllinge Az, = 1

k

Dann ist  f(&,) =max f(z) =% und f(&) = min f(z) = 22 .

xzel, zel,

y y = f(x) 4 y = f(=)

1 €z

o] &1 &2 €3 €a

1 z

0 . 5
Eoi €1 £2 €3 €q &5

k k

RH(f;2W:6,...,6) =3 f(&) - Ax, =Y 2. L=



Wir erhalten
lim R*(f; 2060, &) = lim R (f;20;&,...,6) =1
k—o0 k—o0

Eigenschaften von bestimmten Integralen

b
1. ferdr=(b—a)-¢c ,ceR

b b b
4. [(c1- f(x)+c2-g(x))de = ¢ [ f(x)de + o [ g(x)dx

a

5. Gilt f(z) < g(x) auf [a,b] , dann fbf(:zj)dx < fbg(:r:)dx

a

b

6. | [ f(x)dz| < [|f(x)|dz

a

b c b
7. [fx)de = [ f(x)dx+ [ f(x)dx , c € |a,b]



9. ff(x)dx:jf(x)dx+ff(x)dx , ceR

Bemerkung. Setzen wir also F(z) = [ f(t)dt , dann ist F'(x) = f(x) ,

a
also ist F'(z) eine Stammfunktion von f(z) . Im besonderen besitzt jede
stetige Funktion eine Stammfunktion.

Satz. (MWS der Integralrechnung)

Ist f stetig auf dem Intervall [a,b] , dann existiert ein ¢ € [a,b] mit der
Eigenschaft

b
_%f dr  bzw. ff dx— b—a)-f(C)

/. | 4/y=f(w)

Satz. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)



Sei f stetig auf dem Intervall [a,b] und sei F' eine Stammfunktion von
f, so gilt

Die partielle Integration fiir bestimmte Integrale kann in folgender Form
angegeben werden

b b
[ ul@) -/ (@)de = u() - v(@)|L — [ o/(2) - vl(w)de

1
Beispiel. Betrachte I = fxexdx

0
Setze u=z, v =¢" = =1, v=¢e".

1
[=ze"|j— [edr=(e—0)—e"|j=e—(e—1)=1
0

Bei der Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale gilt
B b

[ flu@)u'@)dt = [ flu)du , a=u(a), b=u(p)
t=« u=a

Dabei muss u(t) stetig und streng monoton sein.

Werden die Grenzen mitsubstituiert, erspart man sich die Riicksubstitution.

3
Beispiel. Betrachte [ = [ 2v/2z+ ldz
21

T

Substitution: wv=2z+1 = Z_Z =2 = dxr= %du

Fir die Grenzen gilt: x2p=1 < wp=3 , 1 =3 < u1 =7

N

7 ,
= [ Vudu=2u? |5 =2(72 — 32)
u=3



