03. Vektoren im R?  R3 und R”

Unter Verwendung eines Koordinatensystems kann jedem Punkt der Ebene
umkehrbar eindeutig ein Zahlenpaar (z,y) zugeordnet werden

P < (z,y)

Man nennt z und y die kartesischen Koordinaten des Punktes P ,
und schreibt P(x,y) .

Definition. Unter einem Vektor Z in der Ebene versteht man ein

Zahlenpaar ¥ = < 5 ) mit z,y € R .

z,y sind die Koordinaten (oder Komponenten) des Vektors Z . Die
Menge all dieser Vektoren wird mit R? bezeichnet.

Definition. Unter einem Pfeil 1@ in der Ebene versteht man ein
Paar (A, B) von verschiedenen Punkten der Ebene, die durch eine Strecke
verbunden sind. Dabei ist A der FuBlpunkt des Pfeiles und B die Spitze
des Pfeiles. Der Pfeil geht also von A nach B .

! az be

Man beachte dabei, dass 1@ + B—}l !



Ein Pfeil AB mit A — (az,ay) und B = (by,b,) stellt genau dann
einen Vektor ¢ dar, wenn die Koordinaten von @ gleich der Differenz
der Koordinaten von A und B sind.

Es gibt beliebig viele Pfeile, die ein und denselben Vektor darstellen. Sie
sind alle gleich lang, parallel und weisen in dieselbe Richtung.

Definition. Ein Pfeil O@ , dessen Fuflpunkt im Ursprung O des Ko-
ordinatensystems liegt, wird Ortsvektor (oder auch Ortspfeil) genannt.
Der durch den Ortsvektor O? dargestellte Vektor ¢ hat dieselben Ko-
ordinaten wie B .

Definition. Der Raum R? ist die Menge der Zahlentripel

R3 = {(z1, 72, 23) : T1,20,73 € R},
Jedem Punkt P = (z1,22,73) € R entspricht wieder ein Ortsvektor
= | x9
r1, 22,3 sind dann wieder die Koordinaten (bzw. Komponenten des
Ortsvektors.
Bemerkung. Offenbar kann man analog zum R? auch im R? die

Vektoren durch raumliche Pfeile darstellen.

Definition. Der Raum R" | n € N | ist die Menge aller n—Tupel

R" = {(z1, 22, 23,...,2,) : X1,T2,X3,...,%, € R}

Wiederum entspricht jedem Punkt P = (z1,29,...,2,) € R" ein Ortsvek-
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Bemerkung. Oft werden die Punkte des R" mit ihren Ortsvektoren
identifiziert.

Rechnen mit Vektoren.

L1 Y1
Seien ¥ = : , U= : € R" gegeben.
'T’I'L yn
Gleichheit: 7=y & 1=y, Ta=Y2, ..., Tp =Yy

Summe und Differenz:

T+ T1— Y

T+y= : , T—y= :
Tp + YUn Ln — Yn

Summen- und Differenzbildung zweier Vektoren erfolgt also komponenten-

weise.

Multiplikation mit einem Skalar )\ € R:

- I

AT = :
Az,

Jede Komponente wird also mit dem (ungerichteten) Skalar A € R mul-
tipliziert.
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Rechengesetze.

o Y+y=y+72 (Kommutativgesetz)
o 7+ (Y+2)=(@+y)+7  (Assoziativgesetz)
0
e Der Nullvektor ist O = | : (alle Komponenten sind Null)
0
o #+0=7 VZeR"
I
e Der negative Vektor —% zu 7 = : ist definiert durch
Tn
—T = : und es gilt offenbar ¥+ (=) = O .

e Seien A, u € R Skalare.

Definition. Das Skalarprodukt (oder inneres Produkt) von

A Y1
€ R" ist definiert durch

S
I
<y
I

Ln Yn

n
(T, y) =7 - =211 +Tay2 + ... + Tpln = D iy,
i=1

Der Betrag (bzw. die Lange bzw. die Norm) eines Vektors z
definiert durch

ist
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Zugehorige Rechenregeln:
L (@5 = (7.3
2. (2,5 +72) = (Z,4) + (Z,7)
3. A (T, y) =N Z,9) = (X, N7
4. 740 & (Z,7) >0
5. A2 = |A] - |7]
6. |74y <|Z]+]y] (Dreiecksungleichung)

Definition. Der Winkel ¢ zwischen @,@ € R"\ {O} ist definiert
durch

W
@

<L

(

N

=y

coS mit der Festsetzung 0 < ¢ < 7.

Ist ¢ =75 ,dh (¥,%) = 0, dann heiflen die Vektoren ¢ und

orthogonal (aufeinander).

Geraden und Ebenen

Eine Gerade im R" ist festgelegt durch einen Punkt 7, der Geraden
und einen sogenannten Richtungsvektor o # 0 .

Die Gleichung fir die Gerade ¢ lautet

T=Zo+A-7, NeR (Parameterdarstellung)

Durchlauft der Parameter A alle reellen Zahlen, werden alle Punkte &
der Geraden durchlaufen.

—

Bemerkung. Sind zwei Punkte 7y und #; gegeben, dann ist v = ¥} —



ein Richtungsvektor der verbindenden Geraden.

Bemerkung. Im R? erhalten wir

(2)-(2)(2) v
) b2 (%)
xlzbl+)\v1 s £U2:b2—|—)\1)2
Aus diesen beiden Gleichungen kann der Parameter A eliminiert werden,

und wir erhalten eine lineare Gleichung der Form

g: a1xr; + axs = a .

Bemerkung. Im R? stellt eine lineare Gleichung der Form

a1T1 + asxs + agrs = a eine Ebene dar.

Bemerkung. Im R?® kann eine Ebene ebenfalls durch Angabe eines
Punktes und zweier (linear unabhéngiger) Richtungsvektoren angegeben
werden und wir erhalten die Parameterdarstellung

F=fo+\-T+p-0 , ek

Wir wollen jetzt den Normalabstand von einem Punkt Z; auf eine
Gerade g mit der Gleichung ¥ = Zy+ AU ermitteln. Dies ist der kiirzeste
Abstand des Punktes mit Ortsvektor x; zum Lotpunkt L auf der Geraden
mit Ortsvektor zj .

Der Lotpunkt bzw. der Vektor xj ist dadurch bestimmt, dass [ = 1 — T
auf den Vektor ¢ orthogonal ist.

— —

L E€Eqg . T =2Xp+ AU

—

Damit ist Zp, :fo_%%_a

Damit ergibt sich der Normalabstand d(Z,g) mit



Wie schon erwahnt ist die Skalarform der Ebenengleichung durch

E: aix1+ asrs + azrs = a  gegeben.

T ai
Mit ©= [ 9 und dem Normalenvektor 7 = | as der Ebene FE
T3 as

erhalt man fiir die Ebenengleichung die Form
(n,%) =a bzw. (%,x) =a (Hesse’sche Normalform)

wenn der normierte Normalenvektor T verwendet wird (dieser hat die

Lénge 1).

Bemerkung. Sind 3 Punkte &, 7,72 des R3 gegeben, die nicht auf
einer gemeinsamen Geraden liegen, dann gibt es genau eine Ebene, welche
die drei Punkte enthalt.

Mit v =121 — 2y und W = ¥y — &y ergeben sich zwei Richtungsvektoren
der Ebene, und

T=Tg+ AN+ pud , A\ p€R,ist die Gleichung der gesuchten Ebene.

Bemerkung. Der Abstand d(7, E) eines Punktes ¢ € R® von der
Ebene FE ist gegeben durch

dy, E) = ](%, y) —a|l  (siehe Hesse’sche Normalform)

Fiir Vektoren des R? gibt es neben dem Skalarprodukt noch ein weiteres
Produkt, namlich das Vektorprodukt .

Seien EL’,I; € R3 . Das Vektorprodukt ¢ = @ x b € R3 ist ein Vektor
folgender Gestalt:



a by asbs — asby

c=a X g: as X b2 = a3b1 — a1b3
as b3 a1by — asby
Eigenschaften:

L Jd=1al - 5] -sing

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen @ und b . | ist ein MaB fiir den
Flacheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.

—

2. ¢ ist orthogonal zu a und zu b .

3. Die Vektoren a, l;, ¢ bilden ein Rechtssystem (Reihenfolge wichtig!).

Es gelten folgende Rechenregeln:

) Exgz—gxd’
e ix(b+d)=axb+axc
e Gxb=0 < & und b sind kollinear.

e Die Berechnung des Vektorprodukts kann auch (siehe spéter) mit Hilfe
der Determinante erfolgen

— —

1 € €3
axb=1|a ay as und dann formale Entwicklung nach der 1. Zeile
by by b3

Definition. Das Spatprodukt (a, 5,5) der drei Vektoren @,b,c € R3
ist die skalare Grofle

(@,b,8) = (@ x b,7) .

Bemerkung. (a, b, ¢) gibt das Volumen des von den drei Vektoren a, b, C
aufgespannten Parallelepipeds (=Spat) an.

Rechenregeln.



i (C_L’vbacﬁ):()_’ac—i):(_;a? ):_(67_; ):_(_; 75):_(1)7675)
o (a, g, =0 < a, 5, ¢ liegen in einer gemeinsamen Ebene
e Die Berechnung des Spatprodukts kann auch (siehe spéter) mit Hilfe der

Determinante erfolgen:

ap Gz as
(@,0,8) =| by by bs
C1 C2 C3



