04. Allgemeine Vektorraume

Definition. FEin Vektorraum (oder auch linearer Raum) ist eine be-
liebige nichtleere Menge V' von Objekten (welche dann Vektoren genannt
werden), fiir die eine Addition und eine Multiplikation mit Skalaren (meist
aus R oder C) erklart ist.

Die zuvor genannten Rechenregeln betreffend Addition und Multiplikation
mit Skalaren miissen analog erfiillt sein.

Beispiel. R?, R?®, R" (siche zuvor)

Beispiel. Sei X eine Menge und F(X,R) ={f: X — R} die Menge
aller Abbildungen (Funktionen) von X nach R .

Fir f,g€ F(X,R) und X € R erklaren wir die Funktionen f+ ¢ und
Af durch

(f+g)(z):=flz)+g(z) VzeR
(Af)(x):=A-f(z) VzeR

Dann ist F(X,R) ein Vektorraum. Der Nullvektor ist hier die Nullfunk-
tion, die jedem x € X den Wert Null zuordnet.

Definition. Ein Teilraum (oder auch Untervektorraum) eines Vek-
torraumes V ist eine nichtleere Teilmenge U C V mit den folgenden
Eigenschaften:

1. Y,yelU = Z+yeU
2. 7eU,  eR = XN-7e€U

(D.h. bei der Addition von zwei Vektoren aus U und der skalaren Multi-
plikation eines Vektors aus U wird der Teilraum nicht verlassen.)

Bemerkung. Ein Teilraum ist selbst wieder ein Vektorraum.



Beispiel. Eine Gerade im R? oder R?, die den Ursprung enthilt, ist
ein Teilraum.

Eine Ebene im R? , die den Ursprung enthélt, ist ein Teilraum.

Definition. Sei V' ein Vektorraum (mit Skalaren aus R)
1. Seien 71,...,7p €V und A,..., \; € R. Dann hei3t der Vektor

17:)\1§1+)\2f2+...+)\kfk

eine Linearkombination der Vektoren i,...,Z .
2. Die Vektoren z7,...,Zr € V heilen linear unabhangig, wenn gilt
MT1 4 NTo+ ...+ i =0 = N=d=...= )\ =0

Das bedeutet, dass sich der Nullvektor nur auf triviale Weise, also mit
A =0 V1 darstellen lasst.

Umgekehrt heilen 1,...,7; linear abhangig wenn sie nicht linear un-
abhangig sind, es also eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors gibt.
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impliziert 2>\1—>\2:0, AM+A=0 = A =X=0.

Beispiel. Gegeben seien 7 = ( 2 ) und 2y = ( -1 ) .

Die beiden Vektoren sind damit linear unabhangig.

Beispiel. Die Vektoren 7y = | —1 , To = 2 , Ty = 4
0 1 3
sind linear abhangig, weil

2f1+352—53:6.

Bemerkung. Ist Mz + \oZo + ...+ M@ = 0 und sind die Vektoren



T1,...,T) linear abhéngig, dann existiert ein ¢ € {1,...,k} mit X\; # 0
und folglich gilt

T = —/\%(}\13?1 Fo AT+ N T e A TR)

D.h. einer der Vektoren lasst sich als Linearkombination der tbrigen
darstellen.

Gilt also etwa 27; + 3% — T3 = 0 , dann erhalt man

T = —%(3:?2 —T3) , Xy = —%(2371 —3) , X3 =221+ 37y

Bemerkungen.

1. Drei Vektoren a, g, ¢ € R? sind immer linear abhingig.

2. Zwei Vektoren EL’,E € R? sind genau dann linear abhingig, wenn sie
parallel sind, d.h. einer der Vektoren ist ein Vielfaches des anderen.

3. Drei Vektoren des R? sind genau dann linear abhingig, wenn sie in
einer Ebene liegen, die den Ursprung enthalt.

4. Ist fir #,...,% der Vektor 7 = 0, dann sind die Vektoren linear
abhangig, weil

Definition.

1. Die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren aus einem Vektor-
raum V heit die Dimension von V , dim V .

2. Ist dim V = m , dann heifit ein System (Z,...,%,,) von linear
unabhéangigen Vektoren eine Basis von V .

Bemerkung. Ein und derselbe Vektorraum kann viele verschiedene Basen
haben.

Bemerkung. Im R" ist
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die sogenannte Standardbasis (bzw. kanonische Basis).

Definition. Seien v7,...,7; Vektoren des Vektorraums V . Die Menge
aller Linearkombinationen ¢ = At} 4 ...+ A\gUp mit beliebigem \; € R
heifit der von den Vektoren (vy,...,7;) aufgespannte Raum bzw. der
Span von (¥,...,7k) .

Span{ﬁl,...,ﬁk}:{ﬁ : U:)\lﬁl—f——f—)\kl_fk, )\ZGR}

Bemerkung. Span{ui,..., 0} ist wieder ein Vektorraum.

Satz. Ist (v1,...,7,) eine Basis des Vektorraums V | dann lésst sich
jeder Vektor ¢ € V in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Basisvektoren schreiben.

.. . L (1 L (2 - (-1 5
Beispiel. Seien :C—<5> ,a—<1> ,b—( | )E]R

-,

Dann ist (a@,b) eine Basis des R? .

Beziiglich der kanonischen Basis (€7, ¢é5) gilt

—

r=1-€e,+5 -6

Beziiglich der Basis (a, 5 ) gilt

(1) (V)

Definition. Eine Basis (by,...,b,) des R" heiBt eine Orthonormal-
basis (ONB), wenn die Basisvektoren paarweise orthogonal aufeinander

T

||
/\
[ )



stehen und normiert sind (d.h. die Lange 1 haben). D.h.

1 wenn =7

(bis bj) = dij = { 0 wenn 1©#j

Gegeben sei nun ein System von m linear unabhangigen Vektoren bl, ey by
im Vektorraum V . Sei W = Span(bl, ...,by) . Dann ist (bl, b
eine Basis von W .

Im Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt wird da-
raus eine Orthonormalbasis (5),...,8 ) von W konstruiert.

1. Schritt: Bilde den Vektor l}{ — b; und weiters sukzessive
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#*, o ,l;* bilden dann ein orthogonales System.
( 1 m y

2. Schritt: Die erhaltenen Vektoren werden nun normiert

b .
bz'—|,;:_k| fuir i=1,...,m

und wir erhalten die gesuchte Orthonormalbasis fiir W .



