27. Das Newton Verfahren

In vielen Fallen ist es nicht moglich, die Nullstellen einer Funktion mittels
Formeln zu finden. Daher ist man auf die naherungsweise Bestimmung
der Nullstellen angewiesen. Eines dieser Verfahren ist das Newton’sche

Verfahren.

Wir betrachten im folgenden eine zweimal stetig differenzierbare Funktion,
fiir die die Gleichung f(z) =0 zu losen ist.

Gilt f(a)- f(b) <0, also f(a) <0< f(b) oder f(a)>0> f(b),dann
muss nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen im Intervall (a, b)
eine Nullstelle liegen.

1) Wir wéahlen einen Startwert z) € (a,b) und errichten die Tangente
im Punkt (z, f(z¢)) an die Kurve

to:  y— f(zo) = f'(wo)(x — x0)

2) Der Schnittpunkt von t; mit der z—Achse (y = 0) ist

—f(wo) = f(wo)(x — x0) = a1 =m0 — 5

.1’0)

3) Die Tangente an die Kurve im Punkt (x1, f(x1)) ist
ty: oy — fla) = fi(@)(z — 1)

4) Der Schnittpunkt von ¢; mit der x—Achse (y = 0) ist

T9 = T1 — J{/((:;ll))




5) Dieser Vorgang wird wiederholt und wir erhalten eine Folge (z,) von
Werten mit

LIp+1 = Tp — ff/((?;)) , M= 0, 1, 2, e

Diese Folge néhert sich (im allgemeinen) unter den getroffenen Vorausset-
zungen einer Nullstelle beliebig genau an.

Definition. Unter einem Fixpunkt einer Funktion ¢(z) versteht man
ein x € R mit ¢(z) ==x.

Beispiel. ¢(r) = x + 1 hat keine Fixpunkte. ¢(z) = z? hat die

Fixpunkte 0 und 1.

Beispiel. Wir suchen Fixpunkte der Funktion ¢(z) = cosz .

Setze f(x) = ¢(x) —x = cosxz — x . Die Fixpunkte von ¢(z) sind die
Nullstellen von f(z) und wir kénnen folglich das Newton’sche Verfahren
anwenden.

Wegen f'(z) = —sinx — 1 ergibt sich

COS Ty — T,

Tn+l = Tn — —sinz,—1 °

Mit dem Startwert xy = 0,5 erhalten wir

vn | Flwn) [ Flen) | FE [ 20— 76
05 | 03776 | -1,4794 | -0,2552 | 0,7552
0,7552 | -0,0271 | -1,6855 | 0,061 | 0,7391
0,7391 | -0,0000 | -1,6737 | 0,0000 | 0,7391

o = O 3




Wir erkennen, dass die Nullstelle bereits ab dem zweiten Schritt auf 4
Dezimalstellen genau bestimmt ist.

Also liegt der Fixpunkt von ¢(z) =cosz bei x~0,7391 .

Beispiel. Sei a >0 und f(z)=2*>—a.
Dann ist x = +y/a und f'(z) =2x .

flan) r2—a r24a 1 a

Tntl = Tn = Py = Tn = By = 3e = a(Tn T o)

Fiir a =3 (Berechnung von \/5) wahlen wir den Startwert zyp = 3 und
erhalten

n Ty Tpgl = % (il'n + 5%)
1 3 2

2 2 1,75

3 1,75 1,732142

4 | 1,732142 1,732050

5 1 1,732050 1,732050

Somit ist /3 & 1, 732050 .



