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KAPITEL 10. KURVEN IN EBENE UND RAUM

Unter Anwendung des Mittelwertsatzes entspricht der Differenzenquotient ﬁgz genau der

Ableitung 3/’ (&,,) der Funktion f an einer Zwischenstelle &, wobei fiir £ gilt: £ € [x,—1, xy)-

N
s~ Z 1+ (v (ﬁn))2 - Az,
n=1

Dies stellt eine RIEMANN’sche Summe dar, deren Grenzwert fiir eine ausgezeichnete Zerle-
gungsfolge folgendes Integral liefert:

s = A}gnoog: 1+ (v (§n))2 Az, = /b V31+ (v (m))z dx
n=1 a

Fiir die Bogenlidnge der Kurve y = f(x) von A(a, y(a)) nach B(b, y(b)) in expliziter Dar-

stellung ergibt sich somit:
b
s:s(a,b):/ \V1+y?de (10.2)
a

Beispiel 189. Gesucht ist die Bogenlinge der Kettenlinie im Intervall [0, b], die durch die
Funktion y = cosh  definiert ist. Nach der Formel (10.2) ergibt sich fiir die Bogenlénge:

Yy

B(b, cosh b)

A(1,0) T

Abbildung 10.9:
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s(a,b):/ V14 sinh? 2 dm:/ coshz dxr = sinhx
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2) Fiir die Parameterdarstellung = = z(¢) und y = y(t)

Die Bogenldnge in Parameterdarstellung kann ausgehend von der kartesischen Darstellung

durch Substitution einfach ermittelt werden:

Substitution: 3’ = % = % L _ Y und dx =z dt

d.CC_gj

5= /j Vit + 97 dt = /j EOIK (10.3)

Die Grenzen «,  ergeben sich durch die Beziehung a = x(a) und b = z(5).
Definition 85. Eine Kurve C in der Parameterdarstellung
S x(t))
C: Z(t) = , a<t<b 10.4
G o4
heifit glatte Kurve, wenn die Ableitungen &(¢) und g(¢) stetige Funktionen sind.

Sei C eine glatte Kurve mit der Parameterdarstellung (10.4). Dann kann man die Bogenlénge
s als Funktion des Parameters ¢t (= Liange der Kurve vom Kurvenpunkt Z(a) bis zu einem
beliebigen Punkt Z(t) € C) angeben als

s(t) = /at Z(u)| du



