02. Komplexe Zahlen

Da fiir alle z € R gilt dass 2> > 0, hat die Gleichung 2z2+1 = 0 offenbar
keine reellen Losungen. Rein formal wiirden wir x = ++/—1 erhalten,
aber dies sind keine reellen Zahlen.

Um das Problem zu losen, erweitert man die Menge der reellen Zahlen
bzw. die Zahlengerade geeignet. Dazu fiihrt man die imaginare Einheit

¢ mittels der Eigenschaft
i’ = —1 ein.

Durch Hinzunahme einer weiteren Koordinatenachse erhalten wir die Gauf’sche
Zahlenebene. Die Punkte in dieser Ebene werden in der Form

z=a+b , a,b e R dargestellt.

Der Realteil a stellt dabei die Abszisse, der Imaginarteil b die Ordinate
dar.

Definition. C={z=a+0bi : a,b € R} ist die Menge der komplexen
Zahlen.

a = Re z ist der Realteil von 2z , b =1Im 2z der Imaginarteil von z .

y-Achse
Imaginérteil

pz-Achse

0 1 a " Realteil

Die Addition bzw. Subtraktion komplexer Zahlen ist wie folgt definiert
und kann geometrisch veranschaulicht werden.

Seien z1=a+b, zo=c+di .

2+ zm=(a+c)+(b+d)i , z1—2=(a—c)+ (b—d)i
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Bei der Multiplikation komplexer Zahlen ergibt sich formal
2129 = (a + bi)(c+ di) = ac + adi + cbi + bd - i

Man definiert 27 - 20 = (ac — bd) + (ad + be)i .

Die Division komplexer Zahlen wird ebenfalls tiber die vorherige formale
Berechnung definiert.

z atbi __ a+bi c—di _ actbd+(bc—ad)i _ act+bd | be—ad;

7 ordi - otdi o—di 2+ = oe T et

Dabei muBl ¢2 4 d? # 0 sein.

Setzen wir speziell z; =1 =14 0.7, dann erhalten wir den Kehrwert
von 2y ,

1 _ _c _ _d i
29 c2+d? c24+d2” -

Folglich ist dann etwa % = —1.

Eigenschaften komplexer Zahlen

1. Wir konnen R C C auffassen mittels der Identifizierung

reR < z+0-7€C
2. z=a+bi=0 & a=0undb=0

3. Betrachten wir eine quadratische Gleichung 22 + px +¢ = 0 mit
p,qg ER .

.o 2 . . . .o
Fir & —¢ >0 erhalten wir zwei verschiedene reelle Losungen,



2
T12 = —g + pz —q .
Fir %2 —q =0 erhalten wir eine reelle Doppellosung 719 = —5§ .

Fir %2 — q < 0 erhalten wir zwei konjugiert komplexe Losungen,

r19 =24 /¢g— T i=a+bi

Beispiel. Betrachte 22+ +1=0.

Dann ist z10=—3+£4/1 —1=-14 —%:—%:lz\/?gz'

Definition. Die Zahl zZ = a — bi heisst die zu z = a + It konjugiert
komplexe Zahl.

Offenbar gilt z-zZ= (a+bi)(a—bi) =a®>+ 1 €R .

Definition. |z| =+v2-Z=+Va?+0? heisst der Betrag von z .

Folgende Eigenschaften sind dabei erfiillt:
L |z[ = ]
2. 24+472=2a=2Rez€eR |, z2—Z=20t =21 Im 2

3. Also Rez=%2 | Imz=%52

Polardarstellung komplexer Zahlen.

Neben der Angabe der Achenabschnitte a,b kann die komplexe Zahl
z = a+bi auch durch Angabe des Betrages r = |z| und des Arguments
@ = arg z dargestellt werden.

Dabei ist ¢ der Winkel, den der Pfeil, der vom Ursprung zum Punkt =z



weist, mit der positiven x—Achse einschliefit.
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Der Winkel ¢ wird im Bogenmafl angegeben, mit 0 < ¢ < 27 .

Ursprung kann kein Winkel zugeordnet werden.

tangng ,

a

b _a
; , cosp =1

sin @ = ,

Damit erhalten wir: a=rcosp , b=rsing

Die Polardarstellung von 2z lautet damit

z=a+bi=rcosp+rsing-i=r(cosp+isingp)

Beispiel. z =1+ liefert r=v2, o =12

Dem

Seien 23 =a+bi =r(cosp+ising) , zo=c+di =ry(cosy +isiny)

Unter Anwendung von Additionstheoremen fiir Winkelfunktionen erhalten

WITr

21+ 2z = 1172 - (cos(p + ) +isin(p + 1))

Dies bedeutet geometrisch, dass bei der Produktbildung die Betrage mul-

tipliziert, und die Argumente addiert werden.
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Fiir die Division (Herleitung siehe Skriptum) erhalten wir
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Hier werden also die Betrédge dividiert, und die Argumente subtrahiert.

Bemerkung. Aus der Multiplikation ergibt sich sofort fiir
z=r(cosp +isingp) , dass
2?2 =1?(cos 2 +isin2yp) bzw. allgemein fiir n € N

2" =r"(cosny +isinny) (Formel von Moivre)

Waurzelziehen in C
Gegeben sei eine komplexe Zahl w # 0 . Gesucht ist ein 2z € C mit
"=w , neN.
Wir schreiben w = p(cost + isiney) und z = r(cosg + ising) und
erhalten

2" =r"(cosny + isinny) = p(cosy + isiny)
Wegen |2"| = |2]" = |w| gilt 7" = bzw. r= /0.

Weil cos(¢) + 2km) = cosyp = cosny und sin(y + 2kw) = siny = sinngp
gelten muss, erhalten wir insgesamt n verschiedene Moglichkeiten fiir
den Winkel 0 < ¢ < 27, namlich

o =42k =0,1,2,...,n—1

Somit erhalten wir die Darstellung aller n—ten Wurzeln
2 = {/@(COS%#—@SHI%) , k=0,1,2,...,n—1

w)_

n

Fir k=0 ergibt sich der Hauptwert mit 2z, = C/@(COS% + 7 sin

Die n—ten Wurzeln liegen alle auf einem Kreis und bilden regelmafigs
n—Eck.

Beispiel. (Einheitswurzeln)



Wir betrachten 2" =1. Dannist w=1, p=|w|=1, ¥ =0.

Offenbar ist dann
2= V1" (cos%+z'sin0) =1

n
71 = V1 (cos 2 +isin ") = (cos 2T + isin &)
20 =1 (cos L +isina) = (cos L +isin L) ... ete.

n n

Speziell fiir n =6 erhalten wir

'.z0=z6 Re

Fundamentalsatz der Algebra
Satz. Fiir jedes Polynom n—ten Grades (n > 1)
P(z) = a2 + ap_ 12"V 4+ .+ a2 + a1 + ag

besitzt die Gleichung P(z) =0 in C genau n Loésungen. Dabei werden
Mehrfachlosungen mit der entsprechenden Vielfachheit gezahlt.

Sind die Koeffizienten ag,a1,...,a, reell, so tritt mit jeder Losung =z
auch die konjugiert komplexe Zahl Z als Losung auf.

Beispiel. Man bestimme die Losungen von z*+224+1=0 .

Wir setzen u = 2> und erhalten u? +u + 1 = 0. Daraus ergeben sich

Aus 22 =u = -1+ ‘/731 erhilt man durch Wurzelzichen (mit |u;| =1

und arg uy = &)
2

s 21

21 =V1(cos & +isinL) = (cos§ +ising) = + V3

2

DO



= /1(cos

29 =
Aus 22 =uy =
arg up = 4
z3 = v/1(cos
2 = v/1(cos

21

2,l 2 .. 42T 4 L. 4 1 \/g
3 3 o _ﬂ- _71_ _ 13
5— +isint5—) = (cos 3 +isin ) = —5 — 50
—_1_2\/3’ erhalt man durch Wurzelziehen (mit |us] =1 und
s 4m
S +ising) = (cosF +isinF) = —5 + i
4w 4
ST igin 22T — 5r oy s 5my 1 /3
s— +isin 45—) = (cos & +isin ) = 5 — ¥



