Partielle Differentialgleichungen

Definition. Eine partielle Differentialgleichung ist eine Dgl., in
der partielle Ableitungen einer gesuchten Funktion z = z(x1,x9,...,2,)
mehrerer unabhangiger Variabler zq,xo,...,z, auftreten.

Die hochste vorkommende Ableitung in der Differentialgleichung bestimmt
die Ordnung der Dgl.

Eine lineare partielle Dgl. 2. Ordnung fiir die Funktion z(z,y)
besitzt die Form

112z 1 20/12Z;L'y + Q922yy + b1zy + bQZy +tcz= f(.flf, y)

Die Koeffizienten ai1,aq9, ass, b1,bs,c hangen im allgemeinen von x und
y ab. Ist f(z,y) =0, dann heiit die Dgl. homogen, sonst inhomogen.

Beispiel. yz, + 2z =0 (lineare Dgl. 1. Ordnung fiir z(z,y))

2 1

Wir fassen y als "Parameter” auf und erhalten

Integration nach z liefert Inz=—7+C(y) bzw.

2] = e“W = CWe ™y baw.  z(x,y) = k(y)e v .

Beispiel. z,, +2z=0

Wir fassen wiederum g als ”Parameter” auf und denken uns z,, als

zweite Ableitung, z,, = 2" , nach der "einzigen” Variablen =z .

24+ z2=0 = z(z,y) = Ci(y)cosx + Cy(y)sinx

Eine einfache Probe zeigt, dass dies tatsachlich die Losung ist.

Bemerkung. Die allgemeine Losung einer partiellen Differentialgleichung
besitzt i.a. eine sehr grofle Funktionenmenge. Die Ordnung gibt die Anzahl
der auftretenden beliebigen Funktionen an (bei gewohnlichen Dgln. war es
die Anzahl der auftretenden beliebigen Konstanten).
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Definition. (Typeneinteilung) Eine homogene lineare Dgl. der Form
11250 + 20122,y + Q222 + b12; + bazy +c2 =0

heif3t
e hyperbolisch, wenn aq1a9 — a%Q <0
e parabolisch, wenn ajjas — a?y =0

e elliptisch, wenn aj1a9 — a%Q >0

Beispiel. Die eindimensionale Wellengleichung
2y = 2y bzw. 2y — 2yp =0 c...const.

ist hyperbolisch, weil a;; =1, a2 =0, a» = —c>.

Beispiel. Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung, Diffusions-
gleichung

2 =2y bzw. 2y — 2, =10

ist parabolisch, weil ay;; =0, a9 =0, agn =c*.

Beispiel. Die Potentialgleichung (Laplace’sche Gleichung)
Az =2y + 24y =0

ist elliptisch, weil alp = 1 , 19 = 0 , Q9o = 1.

Bemerkung. Die Gleichung
a112” + 2a197y + axny® + bz + by +c=0

beschreibt in der xzy-Ebene eine Hyperbel, eine Parabel oder eine Ellipse
(bzw. degenerierte Formen davon), daher die Typenbezeichnung.

Die Wellengleichung



Methode von D’ ALEMBERT
Die eindimensionale Wellengleichung lautet 24 = c?2,,

Behauptung. Die Funktion
z(x,t) = u(z +ct) + v(r — ct)

mit beliebigen Funktionen » und v ist die allgemeine Losung der Wellen-
gleichung.

Beweis. Setze { =x+4ct und n=x —ct . Dannist z=u(§)+v(n) .
Zp = Ug - Ep + 0y -1 = g + vy = u'(§) + (1)

Zow = W'(§) - & + 0" (1) - mp = W"(§) + 0" ()

2z =g &+ vy =u(€) - c+v'(n)- (=) = c- (W(E) —v'(n))

=+ (u"(§) +v"(n))

Daraus folgt 24 = 22, . O

Die Losung setzt sich zusammen aus einer nach links wandernden Welle
(Storung) u und einer nach rechts wandernden Welle (Stérung) o .

¢ (x) ¢ (x)
{ T ct
[

H ]

X X

X X X |

o] [

Abbildung 9.1: Ausgangszustand Abbildung 9.2: Nach rechts gewanderte Welle
Zum Zeitpunkt t) =0 sei etwa (mit u = 0)

B | #0 wenn zp—e<x<w9+¢€
2(2,0) = v(z) = { 0 sonst
Zu einem spateren Zeitpunkt ¢; > 0 gilt dann

#0 wenn xg—e<x—cty <x9+E€
z(x,tl):v(x—ctl):{ 0 const
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An die Funktion z(z,t) mit z4 = c*2,, , welche auch die Schwingung
einer Saite beschreibt, konnen noch weitere Forderungen gestellt werden,
namlich Randbedingungen und Anfangsbedingungen, z.B.

1) Die Saite ist in den Randpunkten fixiert, d.h. die Auslenkung ist dort
Null

2(0,t) =2z(L,t) =0 Vt>0 (Randbedingungen)
2) Die Anfangsauslenkung z(z,0) und die Anfangsgeschwindigkeit z;(z,0)
sind festgelegt durch

2(x,0) = f(x), z(x,0)=g(z) ,0<z<L (Anfangsbedingungen)
Bemerkung. Mit der Differentialgleichung, den Randbedingungen und

den Anfangsbedingungen ist das Problem vollstandig beschrieben. Es ex-
istiert eine eindeutig bestimmte Losung.

Losung mittels Fourier-Methode - Produktansatz

Die grundsatzliche Vorgangsweise ist dabei

e Produktansatz z(z,t) = F(x)-G(t) (Trennung von Orts- und Zeit-
variablen)

e Losen der gewohnlichen Dgln fir die Funktionen F und G unter
Beriicksichtigung der Randbedingungen

e Anwendung des Superpositionsprinzips zur Erfiilllung der Anfangsbedin-
gungen

a) Produktansatz

Wir setzen z(z,t) = F(z) - G(t) und erhalten
ze=F(x)-G'(t) , zu=F(x) G'(t)
2z = F'(x) - G(t) |, 2z = F'(x)-G(t)

Eingesetzt in die Dgl. liefert dies



O 2 ) G"(t) _ F'(x)
F(z)-G"(t)=c"- F'(x)-G(t) bzw. 200 = Flo)
Auf der linken Seite steht nur eine Funktion von ¢ , auf der rechten Seite
nur eine Funktion von 2z , damit muss links und rechts eine Konstante
stehen, also

c?"éfg) = Z;/((j)) = A ... const. und damit

F'(z) = AF(z) =0 , G"(t) — A\G(t) =0

Wir erhalten also 2 gewohnliche Differentialgleichungen.

b) Lésen der gew. Dgln. unter Beriicksichtigung der RB
Aus 2(0,t) = z(L,t) =0 folgt nun

2(0,t) = F(0)-G(t) =0 fir t>0

2(L,t)=F(L)-G(t)=0 fir t>0

Weil G(t) nicht die Nullfunktion ist, folgt F(0) = F(L) =0 .

Fiir die Differentialgleichung F"(z) — AF(x) = 0 wéhlt man den Ansatz
F(x) = e°® | der die charakteristische Gleichung o — A =0 liefert.

Nun sind mehrere Falle zu unterscheiden:

1) A>0 = oa=4VA = F(z)=AeY™ + Be V™
2) A\ =0 = o012=0 = F(z)=A+ Bz

3) A<0 = A=—pmit p>0 = o012=4ip =

= F(x) = Acosux + Bsin ux

Die Beriicksichtigung der Randbedingungen liefert im Fall 1)
F0)=0 = A+B=0

F(L)=0 = AeY M + Be VM =0 und damit

A=B=0 und F(z)=0

Im Fall 2) ergibt sich



F(0)=0 = A=0
F(L)=0 = A+B-L=0 = A=B=0 = F(z)=0

Im Fall 3) erhalten wir
F0)=0 = A=0
F(L)=0 = A-cos(uL) + B -sin(ul) =0 = B-sin(ul) =0

Der Fall B =0 und damit F(z) =0 ist uninteressant.

Ansonsten sin(uL) =0 & puL=nm, neN = p="5=yp,
Dies fithrt auf die Eigenwerte X, = —(u,)* = —(2F)?

und die zugehorigen Eigenfunktionen F),(r) = sin“Fx .

Die Differentialgleichung G” — ¢?AG = 0 lautet nun mit \ = —(%)2
G+ A(%)*G =0
Der Exponentialansatz liefert dafiir die Losung

G(t) = A-cos 't + B - sin 't = G, (t) .

c) Superpositionsprinzip, Erfiillen der AB
Wir haben nun Losungen erhalten in der Form
(2, t) = Fy(x) - Gp(t) = (Apcos 5t + B, sin “Ft)sin“Fx  , ne€ N,

welche jeweils die RB erfiillen.

Daraus bilden wir die Funktion

o0 o0
z(x,t) = len(a:,t) = 21 (A, cos %t 4 B, sin “*t) sin o
n= n=

Diese Funktion ist ebenfalls eine Losung der Differentialgleichung, welche
die RB erfiillt.

Nun miissen die Konstanten A,,, B,, so bestimmt werden, dass auch noch
die AB erfillt werden.



Einerseits soll gelten z(x,0) = Z nsin o = f(x) .

Anderseits soll wegen

(0]
zi(z,t) = > (A, % sin 8t + B, %X cos “t) sin Fw - gelten, dass

o0
5(2,0) = 3 B, %% sin 2 = g(a)
n=1

Die Funktionen f(x),g(x) miissen natiirlich so beschaffen sein, dass sie
die RB erfiillen, d.h. f(0) = f(L) =0, g(0) =¢g(L) =0 und in [0, L]
stiickweise stetig differenzierbar sind.

Jetzt werden die auf [0, L] erkldrten Funktionen f(z),g(x) auf [—L, L]
schiefsymmetrisch fortgesetzt, und dann periodisch mit 7" = 2L auf
ganz R . Also

L
flx) = Zansm My mit a, =2 [ f(z)sin"x dz

0
L
g(x) = Zb sin %z mit by, —%Ofg r)sin Lz dx

Aus den AB folgt nun durch Koeffizientenvergleich

A, =a, = f(x)sin % dr  sowie

O —

2
L

B, %% =b, = B,=-"1b, =2

cnm

g(x)sin “Fx dx

O~

Zusammenfassung. Die eindeutig bestimmte Losung des Problems ist
gegeben durch

o
z(x,t) = Y (A cos Gt + By sin %) sin % x mit

L
An:%{f( )sin %z dx | B, = -2

cnT

Ot —t~

g(z)sin “Fx dv



Wir setzen nun w, = % und betrachten die einzelnen Summanden

Zn(x,t) = (A, cos Gt + B, sin %) sin “Fx =

= (A coswyt + By, sinwyt) sin T = u,,(t) sin “Fa

Fir n =1 ist z(z,t) = w(t)sin o . Hier wird die Sinus-Funktion

mit einem zeitabhéngigen, periodischen Faktor w;(¢) multipliziert, der

die Kreisfrequenz w; = ¢ besitzt. (Grundschwingung)

Fiir n =2 ist 29(z,t) = us(t)sin Zx . Auch hier wird die Sinus-Funktion

mit einem zeitabhéngigen, periodischen Faktor wo(t) multipliziert, der die
Kreisfrequenz wy = 2% besitzt. (1. Oberschwingung)

Grundschwingung 1. Oberschwingung

Aus den Kreisfrequenzen w, ergeben sich die Frequenzen v, durch
w, = 27y, . Damit

Wn

Wy _cnm 1 cn
2 L 2r — 2L

Uy, = = =nu .

Die verschiedenen Frequenzen v, , mit denen die Saite schwingt, sind also
ein ganzzahliges Vielfaches der Grundfrequenz v .

Inhomogene Wellengleichung mit inhomogenen RB

Wir betrachten nun fir 0 <x <L, t > 0 das Problem
2 = C2pe + (2, 1)
2(0,t) =r(t) , 2(L,t)=s(t) (RB)
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2(2,0) = f(z) , z(r,0)=g(x) (AB)

a) Elimination der inhomogenen RB
Wir treffen den Ansatz z(z,t) = y(x,t) + w(x,t) mit
w(z,t) =r(t) + 7(s(t) = 1)) .

Dann gilt:  w(0,t) =r(t) , w(L,t) =s(t) , wy =0 . Weiters

r(t) = 2(0,t) = y(0,t) + w(0,t) = y(0,t) + r(t) = y(0,£) =0
s(t) = z(L,t) = y(L,t) + w(L,t) = y(L,t) +s(t) = y(L,t)=0

In die Dgl. 2 = c22,, + ©(x,t) eingesetzt erhalten wir

Yt + Wy = C2(yx;z; + wxx) + 90(33, t) = CQy;vx + QO(CU, t) bzw.
Y = CQym + (p(r,t) —wy) = CQym + ¢*(, 1)

Die Anfangsbedingungen liefern
Z(l‘,O) = y(ZE,O) + w(x70) = f(g;) = y(a;‘,O) = f(:l?) - w(a:,O) - f*(ilf)
2t(2,0) = ye(x,0) + wi(z,0) = g(x) = w:(x,0) = g(z) —wi(z,0) = g"(x)

Zusammenfassung. Die Funktion y(z,t) geniigt dem Problem
Yt = C*Ypr + ©*(2,t)  (inhomogene Dgl.)
y(0,t) =y(L,t) =0 (homogene RB)
y(x,0) = f*(z) . w(x,0)=g"(z) (AB)

b) Ansatz: y(x,t) = u(x,t) +v(x,t)

Dabei seien die Funktionen w(x,t) , v(x,t) so gewahlt, dass wu(x,t)
Losung der zugehorigen homogenen Dgl. ist (mit homogenen RB und
inhomogenen AB), und wv(z,t) Losung der inhomogenen Dgl. ist (mit
homogenen RB und homogenen AB).

Wir betrachten also die Probleme



Uy = Uy

u(0,t) = u(L,t) =0

u(r,0) = f*(x) , w(x,0)=g"(z)
bzw.

Vit = e + " (2, 1)

v(0,t) =v(L,t) =0

v(z,0) =0 , v(z,0)=0

c) Bestimmung von u(z,t):

Gemaf vorher (siche Fourier-Methode).

d) Bestimmung von v(z,t):

Wegen der homogenen RB treffen wir den Ansatz

v(z,t) = Z n(t)sin % . Dann ist

o= 3OS | v = 3 (1) on(t)sin

Eingesetzt in die Dgl. vy — c2v,, = ¢*(2,t) erhalten wir

o0
S (Ui(t) + A Eu,(t) sin o = *(x, 1) .

Wir setzen nun ¢*(x,t) bzgl. der Variablen z schiefsymmetrisch auf
—L < x < L fort und betrachten dann ¢*(x,t) als periodische Funktion
mit der Periode T = 2L . Dadurch ergibt sich eine Fourier-Sinusreihe fiir
©* . Weiters wird ¢ als Parameter aufgefasst.

My dx

Ot~

%)
O (@) =Y. pall)sina | pu(t) = 2 [ " (x, ) sin 27
n=1

L

Koeffizientenvergleich liefert jeweils eine gewohnliche Dgl. 2. Ordnung fiir
v, (t) , ndmlich

V() + A, () = ou(t) , n €N
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Die Auswertung der AB ergibt

v(z,0) = > v,(0)sinFx=0 Vo Vn = v,(00=0 Vn
n=1

v(2,0) = Y v, (0)sinFr=0 Vo Vn = v,0)=0 Vn

Somit erhalten wir fiir die Funktionen wv,(t) die Anfangswertprobleme

vn ()2 = @n(t) , 0a(0) =v,(0) =0

Die Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

Im (allgemeinen) Warmeleitungsproblem betrachtet man einen Korper, der
einen raumlichen Bereich B C R? ausfiillt. Die Temperaturverteilung im
Korper sei gegeben durch die Funktion

z = 2(x1,T9, w3,t)  (71,79,23) €B, t>0.

Ist der Korper an der Oberflache isoliert, dann liegt das folgende Problem
vor

2 = Az = A(2ua + Zasz, + Zagas)

2(x1, x9,23,t) =0  fir (x1,29,23) €0B , t>0 (RB)

2(x1, x9,23,0) = f(x1,29,23) flir (x1,29,23) € B (AB)

Dieses Problem ist fiir beliebige Bereiche analytisch nicht losbar.

Wir beschrianken uns hier auf den eindimensionalen Fall, d.h. wir betra-
chten einen (unendlich diinnen) Stab der Linge L , und untersuchen zuerst
den Fall einer homogenen Dgl. mit homogenen Randbedingungen (d.h. die
Temperatur ist an den Enden 7'=0 ). Also

2 =2, ,0<z<L ,t>0 (DGL.)
2(0,t) =2(L,t) =0 ,t>0 (RB)
2(z,0) = f(x) ,0<z<L (AB)
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a) Trennung der Variablen

Der Ansatz z(z,t) = F(x)G(t) liefert

_ 2 G _ F" _ 2
PT'CI =C .}W/.(; = 20 " F = —Uu
1 > 0 heiffit Separationsparameter, und nur der Fall, wo die rechte Seite
negativ ist, liefert nichttriviale Losungen (also wenn die rechte Seite die
Form —p? hat).
Wir erhalten nun zwei gewohnliche Dgln.

F'+ 12F=0 und G +cuG=0

b) Loésen der gew. Dgln. mit RB

2(0,t) =F(0)-Gt)=0 Vt = F0)=0
2(L,t)=F(L)-G(t)=0 Vt = F(L)=0
Die Dgl. F" + ;i*F =0 besitzt nichttriviale Losungen fir p = p, = 2

mit den zugehorigen Funktionen F),(z) =sin“fz , ne€N.

Diese ji,’s werden in die Dgl. G’ 4 ¢?1®G = 0 eingesetzt, und liefern die
Losungen

02n2 7T2 t

Gn(t) = B,e ¢F't = Be” 12 , neN.

Damit erhalten wir Losungen

_ Zn2n2 t

zn(z,t) = F(x) - Gu(t) = Gu(t) - Fu(x) = Bpew 227 -sin

Daraus bilden wir durch Superposition die Funktion

00 00 2,22
2(z,t) = 3 zp(x,t) = Y. Bye 12 ' -sinTx
n=1 n=1

welche die Dgl. und die RB erfiillt.

c) Beriicksichtigung der AB
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Aus  z(x,0) = f(z) folgt i B, sin Fw = f(x) .
n=1

Wir setzen f(z) schiefsymmetrisch auf —L < x < L fort, und betrachten
dann f als periodische Funktion mit der Periode 2L . Damit

L
f(x) = Z: apsin Fr  mit  a, %bff sin T dx

Der Koeffizientenvergleich ergibt B,, = a,, , und folglich

o 2n2.2 "

z(x,t) = Y Bye 7 "-sin“fr mit B, = %ff@) sin 7€ d€
0

Beispiel.
5 =C% , 0<ax<L ,t>0
2(0,t) = 2(L,t) =0 (RB)
2(2,0)=f(x) , 0<x<L , mit

x falls O<x<§
f(x)_{L—x falls %gng

Die Losung ist

L
2(z,t) =3 Bye 2 '-sin™zx mit B, = %{f(g) sin 5§ df

£ L
= 2([&sin 28 dE+ [ (L — &) sin22¢ d€)  und weiters
0 L

B, =0 fir n=2m

By =% gt = potipe fiir n=2m+1 , m>0

Also ist

00 1y 2 (2mt1)2r2 .
( ) Z 2m+1 2772 e L2 - sl L X
m:O
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z{x,t)

Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen RB

L, 0<z<L ,t>0 (DGL.)
,t>0 (RB)

Uy = gy + (2, 1)
0
0<z<L (AB)

u(0,t) = u(L,t) =
u(z,0) = fz)

Wir treffen den Ansatz  wu(z,t) = w(z,t) + z(x,t) , wobei w(z,t) Losung
der (zugehdrigen) homogenen Dgl. mit homogenen RB und gegebenen AB
ist (Losungsverfahren siehe vorher).

z(x,t) ist Losung der inhomogenen Dgl. mit homogenen RB und homo-
genen (!) AB.

o0

Wir verwenden den Ansatz z(z,t) = ) Z,(t)sinFo und entwickeln
n=1

@(x,t) in eine Fourierreihe bzgl. x |

> L
o(z,t) = > pu(t)sin o, on(t) = %fg&(x,t) sin T dx
n=1 0

Einsetzen in die inhomogene Dgl. und Koeffizientenvergleich liefert jeweils
eine gewohnliche Dgl. fiir Z,(¢) , ndmlich

2,22

Z)(t) + S 2, (t) = ou(t) mit der AB: Z,(0)=0.
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Inhomogene Differentialgleichung mit inhomogenen RB

U = gy +0o(z,t) ,0<x<L ,t>0 (DGL.)
u(0,t) =r(t) , ( ) () , t>0 (RB)
u(z,0)=f(z) ,0<zxz<L (AB)

Wir verwenden den Ansatz u(z,t) = w(z,t) + z(z,t) mit
z(x,t) = r(t) + 7(s(t) = r(t)) zur Elimination der inhomogenen RB.

Daraus ergibt sich fiir w(x,t) das Problem
wy = wyy + 0 (2,1)
w(0,t) =w(L,t) =0
w(z,0) = f*(x)
mit  o*(z,t) = p(x,t) — z(x,t) , f*(z)= f(z)— 2(z,0) .

Dieses Problem wird gemafl vorher behandelt.
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