Mehrfachintegrale

In der Vorlesung Mathematik 1 wurde das Integral (einer Variablen) als
Flache zwischen einer Kurve f(x) und der x-Achse interpretiert. Der

b
Ausdruck A = [ f(z)dz wurde dabei als Grenzwert sogenannter Rie-

mann’scher Summen definiert. Die dort gemachten Uberlegungen kénnen
nun in den R? bzw. in den R? iibertragen werden.
Doppelintegral

Wir betrachten zuerst eine tiiber den Bereich

B=1la,b] x [c,d] ={(x,y) : a<zx<b, c<y<d}

definierte Flache z = f(z,y) mit f(z,y) >0 auf B .
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Gesucht sei das Volumen zwischen der zy-Ebene und der Flache 2z =
flz,y) -

Dazu zerlegt man die Intervalle [a,b] und [c,d] derart, dass der Bereich
B in kleine Rechtecke zerlegt wird.

a=zo<r1<...<zy=b, c=yp<n<...<yy=d
Dabei ist Ax; =21 —2x; , 1=0,1,...,N —1 und
Ayj=yjm—y ,Jj=01....M—-1.

In jedem Teilrechteck [z, zi11] X [y;,y;41] wird ein Punkt  P(&;,7;)
gewdhlt mit x; <& <xip1 , y; <1 < Yji1 -



Das Volumen der Séule S {iber dem Rechteck [z, z;y1] X [y, yj41] wird
nun durch das Volumen des Quaders Q (mit Hohe f(&;,n;)) approximiert.

Also Vs = Vo = f(&,n;) - Az, - Ay,

Fiir das Volumen unter der gesamten Flache ergibt sich damit eine (ap-
proximierende) Riemann’sche Summe

N—-1M-1
Vim RO Biws gy Gismg) = 2 20 J(Gmg) - Az Ay,
1= J1=

Wahlt man nun eine Folge von Zerlegungen Z des Bereiches B , deren
Feinheit L(Z) = max(Ax;, Ay;) gegen Null konvergiert, dann kann man
i.j

den Grenzwert

L(l;r)rio R(f; B;xi;y;;&;m;)  betrachten.

Satz. Ist die Funktion f(x,y) stiickweise stetig auf dem Bereich B |
dann existiert dieser Grenzwert und ergibt fiir alle Zerlegungsfolgen, deren
Feinheit gegen Null konvergiert, denselben Wert.

Dieser wird in der Form  [[ f(z,y)dzdy  geschrieben und heifit das
B

bestimmte Integral von f iber dem Bereich B .

Bemerkung. Falls f(z,y) stetigauf B ist, gilt

éwmwmw=f<fmmwﬂw=f<

Yy=c r=a r=a c

ff@@@}h

Dreifachintegral.

Geht man zu Funktionen von drei Variablen iiber, so erhalt man ein Dreifach-
integral.

Gegeben sei eine Funktion w = f(z,y, 2) , die in einem Bereich B C R?
, der einen Quader darstellt, definiert ist, d.h.



= [a,b]x[c,d]x[p,q] = {(z,y,2) : a <z <b,c<y<d,p<z<q}

Man zerlegt wiederum die einzelnen Intervalle derart, dass B in kleine
Teilquader unterteilt wird.

a=2x)<r1<To<...<axny=b, c=yp<yp<yp<..<yy=d

P=2<z1<22<...<2z—(q

Analog wie zuvor erhalten wir die Groflen

Ari =z —x; , AYyj=yjs1—Yj , Azp = Zpy1 — 2k

In jedem Teilquader [z;, z;i 1] X [y, yj11] X[z, 2k41] wihlt man einen Punkt
Pyir(&,mj, Cr) , wobei

T <& <xip1 , Y <0 <Ji+1 , 2 << 2

Dadurch erhalten wir eine Riemann’sche Summe
“1M-1Q-1

R(f; By @i, yj; zi &y G) = Z > Zf(é},m,@) Az, - Ay; - Az

=0 j=0 k=
Wahlt man wiederum eine Folge von Zerlegungen Z des Bereiches B
deren Feinheit L(Z) = ma}zc(A:vi, Ay, Az;) gegen Null konvergiert, dann
0],
kann man den Grenzwert

L(lér)go R(f; B;wi;y5; 25 & mj; G) - betrachten.

Satz. Ist die Funktion f(z,y,z) stiickweise stetig auf dem Bereich B,
dann existiert dieser Grenzwert und ergibt fiir alle Zerlegungsfolgen, deren
Feinheit gegen Null konvergiert, denselben Wert.



Dieser wird in der Form  [[[ f(x,y, z)dzdydz geschrieben und heifit das
B

bestimmte Integral von f iiber dem Bereich B . (Dreifachintegral)

Bemerkung. Falls f(z,y,z) stetig auf B ist, gilt

fffB x,y, z)drdydz = fb <f (ff(x,y,z)dz) dy)d;g

r=a \y=c

— f (fq (jé f(x,y,z)dy> dz)dx—m USW.

D.h. die Reihenfolge der Integration ist beliebig (insgesamt gibt es sechs
Moglichkeiten).

Allgemeinere Integrationsbereiche

Bislang war der Integrationsbereich ein Rechteck bzw. ein Quader. Hat
man nun irgendeinen Bereich B C R? (bzw. B C R?) und eine Funk-
tion f(x,y) (bzw. f(z,y,z2)) gegeben, kann man eine davon abgeleitete
Funktion definieren durch

\ _J flzy) wenn (z,y) € B
f(wy) = { 0 wenn (z,y) ¢ B bzw
) _J fzy,2)  wemn (z,y,2) € B

frwy.z) = { 0 wenn (z,y,2) ¢ B

Ist nun @ ein Rechteck (bzw. Quader) und gilt B C @ , dann definieren
wir

éf fz,y)dxdy = ff f*(x,y)dxdy  bzw.

IS $ sy dodydz = [[] 1 (o, 2)dedyz

Man kann zeigen, dass diese Vorgangsweise wohldefiniert ist.



T

Q. ..achsenparalleles Rechteck

Bemerkungen.

(a) [[z1dxdy (bzw. [[[,1 dzdydz) liefert den Flacheninhalt (bzw.
das Volumen) des ebenen Bereiches B (bzw. des rdumlichen Bereiches
B).

(b) dF =dzdy ... Flachenelement (erinnert an Ax - Ay)

dV = dzxdydz ... Volumselement (erinnert an Az - Ay - Az)

Satz. Die Integrale [[ f(x,y)dxdy und [[[ f(z,y, z)dzdydz existieren,
B B

falls f stiickweise stetig ist und der Rand von B stiickweise glatt ist,
d.h. f besteht aus endlich vielen stetigen Stiicken und B besitzt einen
stetig differenzierbaren Rand.

(In der Praxis sind diese Voraussetzungen zumeist erfiillt.)

Wir kommen nun zum wichtigen Begriff des Normalbereiches, zuerst in
der Ebene.

Definition. B C R? heifit Normalbereich bzgl. der y-Achse, wenn
B dargestellt werden kann in der Form

B={(z,y) : a<xz<b, glzr)<y<h(x)} ,abeR




Definition. B C R? heifit Normalbereich bzgl. der z-Achse, wenn
B dargestellt werden kann in der Form

B={(z,y) : c<y<d, gly) <x<h(y)} ,cdelR

Fiir einen Normalbereich bzgl. der y-Achse gilt fiir die Integration
b h(z) b h(z)

JIp fley)dedy= [ | [ flz,y)dy |de= [dx [ f(z,y)dy
r=a \y=g(z) a  g(z)

Fiir einen Normalbereich bzgl. der z-Achse gilt fir die Integration

d h(y) d  h(y)
ffB (z,y)dzdy = [ < | f(x,y)dx) dy = [dy [ f(z,y)dz

y=c \z=g(y) ¢ gy)

Bemerkungen. Hier wird also ein Doppelintegral durch zwei Einfachin-
tegrale berechnet, wobei auf die richtige Reihenfolge bei der Integration zu
achten ist. (Die abschliessende Integration ist iiber feste Grenzen.)

Nicht-Normalbereiche konnen oft in eine Vereinigung von einzelnen Nor-
malbereichen zerlegt werden.

Anwendungen von Doppelintegralen

Sei B C R? ein Bereich der zy-Ebene, und sei auf B eine Dichtefunk-
tion p = p(x,y) (Massendichte) gegeben. Dazu betrachtet man folgende
Groflen

e Die Gesamtmasse
M = [[; p(x,y)dzdy

e Das statische Moment bzgl. der z-Achse
M, = [[zy - p(z,y)dedy

e Das statische Moment bzgl. der y-Achse



My, = [[px-p(z,y)dedy

e Den Schwerpunkt mit Koordinaten (&g, 75)

Oberflachenberechnung

Gegeben sei eine Flache im Raum, die iiber einen Bereich B’ der zy-Ebene
definiert ist. Dabei stellt B’ die Projektion des Flachenstiicks B in die
xy-Ebene dar.

Der Flacheninhalt O des Flachenstiicks B kann dann wie folgt berechnet
werden.

1) In kartesischen Koordinaten fiir die Fliche z = f(z,vy)

O = [, J1+ f2+ 2 dudy

2) In Parameterdarstellung Fiir die Fliche gegeben durch

x(u,v)

T(u,v) = | y(u,v)
z(u,v)

(Dabei variieren w,v in einem Bereich B* der uv-Ebene.)

O = [[3 /222 — (T, - £,)? dudv

Beispiel. Gesucht ist der Flacheninhalt jenes Bereichs der Ebene z =
ax + by + ¢ , der iiber dem Einheitsquadrat B’ = [0,1] x [0,1] liegt.

z=f(r,y)=ax+by+c , fo=a , fy=0>



I+ 24+ f2=V1+a>+1?
11

=0 y=0

Betrachtet man einen beliebigen Bereich B’ , dann erhélt man analog

O=V1+a>+0b [[,dedy =
=vV1+a2+0 Fgp Fpg ...Flacheninhalt von B’

Beispiel. Man berechne den Flacheninhalt jenes Stiicks des Zylinders

der iiber dem Rechteck mit den Eckpunkten A(0,0) , B(4,0) , C(0,2)
und D(4,2) liegt.

4 2 2
O= [ [ \J1+55: dyde =4 fo \/;’_dezwarcsin%\gzo.?%?
y:

x=0y=0
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Normalbereiche im R? sind Bereiche, welche sich folgendermafien
beschreiben lassen:

e 1. Variable bewegt sich innerhalb fester Grenzen

e 2. Variable bewegt sich zwischen einer unteren und einer oberen Be-
grenzungskurve (Funktionen der 1. Variablen)

e 3. Variable bewegt sich zwischen einer unteren und einer oberen Be-
grenzungsfliche (Funktionen der ersten beiden Variablen)

Also etwa

Fiir das Dreifachintegral gilt dann

b 92() ha(z,y)
fffB (z,y, z)dxdydz = f( / ( [ flx,y,2)d )dy>dx

r=a \y=g1(z) \z=hi(zy)

d 92(y) ha(y,z)
(bzw. [[[5 f(z,y, 2 d:vdydz:f< |/ ( |/ f(x,y,z)d:c) dz)dy)

y=c \z=g1(y) \az=hi(y,2)

Bemerkung. Bei der Integration selbst geht es um die mehrmalige
Ausfithrung von Integrationen bzgl. einer Variablen.

Die "Hauptschwierigkeit” ist oft die korrekte Beschreibung des Integra-
tionsbereiches. Ist der Integrationsbereich (korrekt) beschrieben, dann ist
auf die richtige Reihenfolge (!) bei den Integrationen zu achten (hier ist
also keine beliebige Vertauschung der Reihenfolge erlaubt!).



Beispiel. Man berechne [ff g2vy dV , wobei B jener Bereich des
Zylinders x?+y? <1 ist, der von den Ebenen z+4+y+2z=4 und z = —1
begrenzt wird.

=1 - z2
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Die Projektion von B in die zy-Ebene ist der volle Einheitskreis.

Der Bereich B kann nun beschrieben werden durch

—1<z<1, —V1—-22<y<vl—-2a?, —-1<z<4—y—u

Beispiel. Man berechne das Volumen des durch die Paraboloide y =

4 — 2% — 2% und y = 2>+ 2% begrenzten Bereiches B .

Grundsatzlich gilt: Sind zwei Fldchen in der Form y = f(z,2) und y =
g(x,z) gegeben, dann erhélt man durch Gleichsetzen der y-Komponenten,
also durch die Gleichung f(z,z) = g(x, z) , die Gleichung der Projektion
der Schnittkurve der beiden Flachen in die zz-Ebene.

(Analoges gilt, wenn die beiden Flachen in der Form 2z = f(x,y) und
z = g(x,y) vorliegen etc.)

Hier ist also die Projektion der Schnittkurve in die zz-Ebene gegeben durch
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4—a?—22=2+22 = 2°+22=2
Damit ergibt sich fir B

—V2<e<V2, —V2—22<2<V2—22 | 2P+ <y<4—a?-2?

Anwendungen von Dreifachintegralen
Gegeben sei ein Bereich B C R?® und dort eine Massendichte p(z,y, 2) .

e Volumen: V=[[[dV
e Gesamtmasse: M = [[[zp(x,y,2) dV

e Schwerpunkt S(xg,ys,2s):

. — fffB z-p(x,y,z) dV L fffB y-p(z,y,z) dV . fffB z-p(x,y,z) dV
s — M y Ys = M y Rs = M

e Tragheitsmomente

L= [[[z(W*+2%) - p(z,y,2) dV  ...bzgl. der a-Achse
I, = [[[5(2*+ 2%) - p(x,y,z) AV ...bzgl. der y-Achse
L= [[[;@*+y?) - p(x,y,2z) dV  ...bzgl. der z-Achse

Oberflachenintegrale

P(z,y, z)

Wir betrachten ein Vektorfeld K = Q(z,y, 2) im R3? und ein
R(z,y, z)

Flachenstiick F' gegeben durch

z= f(z,y) , (x,y) € B bzw. Z=2(u,v) , (u,v) € B*
_fx

mit Normalvektor 7= | —f, bzw. 1=, X T, .
1
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Dann heisst das Integral
[[oK -fidA= [[,K -7 dedy =
= [[p K (@(u,0), y(u,v)2(u,0)) - (&, x &) dudv
Oberflachenintegral von K iiber F .
Bemerkung. Wird K als stationires (zeitunabhéngiges) Geschwindigkeits-
feld einer stromenden Fliissigkeit aufgefasst, dann beschreibt [ P K -ndA

den sogenannten Flufl durch F', d.h. das Fliissigkeitsvolumen, das in einer
Zeiteinheit durch die Flache F fliefit.

Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale
Wir betrachten zuerst den ebenen Fall.

Gegeben sei das Doppelintegral [ [, f(z,y) dzdy iber einen Bereich B
der zy-Ebene.

Durch die Transformation = = z(u,v) , y = y(u,v) wird der Bereich B
in einen Bereich B’ der uv-Ebene abgebildet.

Das Flachenelement dxdy transformiert sich dabei in ‘gﬁﬁ‘zg dudv , wobei
‘ggigg den Betrag der Jacobi-Determinante J = ggi‘g% = ? §
bezeichnet.
Es gilt also

[ [(z,y)dzdy = [[5 f(x(u,v),y(u,v)) - ‘ggig; dudv

Bemerkung. Beim Ubergang von kartesischen auf Polarkoordinaten gilt

_ Oy | or 9p | _ | COS® —TrSy |
J = ory) | Oy Oy | — ; =r.
) 2 2 siny 7cosp
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Der dreidimensionale Fall verlauft vollig analog.

Gegeben sei das Integral [[[, f(z,y,2) dedydz iiber einen Bereich B
der ryz-Raumes.

Durch die Transformation z = z(u,v,w) , y = y(u,v,w) , z = z(u,v,w)
wird der Bereich B in einen Bereich B’ des uvw-Koordinatensystems
abgebildet.

Das Volumselement dzdydz transformiert sich dabei in ‘ a(( b2 ))
, wobei guv ) ‘ wiederum den Betrag der Jacobi-Determinante
Ty Ty Ty
0 .
J = ‘a((;g—%)) = | Yu Yy Yo | bezeichnet.
ZU Z’U ZU}

Dementsprechend gilt die Transformationsformel

fffB (z,y, 2)dzdydz =

o(x,y,z
- fffB, f(x(u7 U’ w)? y(u7 U? w)? Z(uy U; w)) ' )a((uﬂ:)y,w))

Bemerkungen.
1) Beim Ubergang auf Zylinderkoordinaten
T=TCcosp, y=rsiny, z==z

erhalten wir dV = dxdydz = ‘—’ drdedz =1 - drdpdz

2) Beim Ubergang auf Kugelkoordinaten
xr=rcospsind , y=rsinpsind , z =rcosv

erhalten wir dV = dxdydz = ‘ owy.z) = r2sind - drdpdV

A(r,p,0)
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