03. Integralrechnung 2. Teil

Parameterabhangige Integrale

In zahlreichen Anwendungen gibt es fiir auftretende Funktionen eine Inte-
graldarstellung, z.B. in der Form F(t f f(x,t)dx (wo in diesem Fall

der Integrand nicht nur von der Integratlonsvarlablen x sondern auch von
t abhéngt).

Diesbeziiglich sollen folgende Resulate prasentiert werden.

Satz.

b
Ist f(x,t) stetig, dann auch die Funktion F(t) = [ f(x,t)dz und es

a

b
gilt  lim F(¢ —hmffxt flmfxt

t—1g t—HLO

2. Fir die Funktion ®(¢t) = [ f(x,t)dz gilt
B(t) B( 5
'(t) =g (f) fla,t)de = B(8) f(B(L), 1) — o/ (£) f(a(t), 1) + {) Gr(,t)dz

b
3. Speziell gilt damit fir ®(¢) = [ f(x,t)dz , dass '(¢) = [ %—{(m,t)d:c

Beispiel. ®(t) = [ snlte) gy

™

1
Dann ist  ®'(t) = [cos(tx)dx , @"(t) = — [ wsin(tx)dx
1

Beispiel. &(t) = %bff(x) sink(t — x)]dx
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f(x)k cos[k(t — x)|dz =

= f(t) =k [ f(a)sin[k(t — x)]dw = f(t) - F*O(t) .

0

Damit gentiigt ®(¢) offenbar der Differentialgleichung
"+ k*® = f(t) mit ®(0)=0 und ¥'(0)=0.

Kurvenintegrale
P(z,y,2)
Bewegt man einen Korper in einem Kraftfeld K = | Q(z,y,2) |,
R(z,y,z)

so ist die dabei verrichtete Arbeit definiert als das Produkt von Kraft x
Weg.

Wir betrachten nun eine parametrisierte (und damit orientierte) Raumkurve

C: 2=2(1t)= 1| y(t) Lt <t<t,

mit Anfangspunkt Py = ]30 = Z(tp) und Endpunkt P, = P = T(ty) .

Approximiert man die Kurve C durch einen Polygonzug von N Strecken
(dies ergibt sich durch eine Zerlegung des Parameterintervalls), so ist die
entlang der Strecke von Z; nach Z;;; mit ¥, = Z(¢;) verrichtete Arbeit
gleich



ACCZ'
Wz’ = K(f,) . Ayz mit A.IZ = Tijr1 — Iy etc.
AZZ'

Die von P, nach P; verrichtete Arbeit wird dann approximiert durch

N-1

W ~ ;0 K(&) - A% = ]él {P(Z(t:)) Az + Q(Z(t:)) Ay; + R(Z(t:)) Az}

Mit @(t) ~ 32, 9(t) = 3%, 2(t;) ~ 52 folgt

WA Nz (P(EE))E(t) + QUE))i(t) + R(E(1))3(8)} A,

Geht man bei dieser Riemann’schen Summe mit der Feinheit der Zerlegung
des Parameterintervalls gegen Null, erhalt man das Integral

W= [(P(x(t),y(t), 2()E(t) + Qx(t), y(1), 2(1)y(t) + R(x(1),y(t), (1)) 2(t))dt

— [RK(#(t)) - #(t)dt = [, Pdx + Qdy + Rdz

Dieses Integral wird als Kurvenintegral bzw. Linienintegral bezeich-
net.

Man verwendet auch die Kurzschreibweise

| R G0) - = [, Rz

Bemerkungen.

(a) Wahlen wir einen Punkt P auf der Kurve C | so teilt dieser C in
zwei Kurven C; und Cs .

Es gilt dann [, Kdz = e, KdZ + Ie, Kd7 .

(b) Sei C die (orientierte) Raumkurve von Py nach P, , und —C die
entgegengesetzt durchlaufene Kurve von P, nach F .

Dann gilt [, Kdz = — I ¢ Kdz7 .



(c) Seien Cp,Co zwei (orientierte) Kurven, die von Fy nach P; laufen.
Dann ist C = C; + (—Cy) eine geschlossene Kurve, welche in P, startet
und endet.

Gilt [,Kdi=0 , dann [, KdZ = [, Kd¥ .

Definition. Ein Kurvenintegral (mit Vektorfunktion K) heift wegun-
abhangig, wenn fiir jede geschlossene Kurve C gilt: fc Kdr = 0 .

(Dies ist gleichbedeutend damit, dass der Wert des Kurvenintegrals von B
nach P; unabhéngig davon ist, welcher Verbindungsweg gewahlt wird.)

Satz. FEin Kurvenintegral (mit Vektorfunktion K ) ist genau dann we-
gunabhangig, wenn rot K =0, i.e. wenn

P,=Q,, Q.=R,, P.=R, (Integrabilitiatsbedingungen)

Des weiteren sind auch Linienintegrale beziiglich der Bogenlange
gebrauchlich.

1) Fiir eine ebene Kurve C : ¥ = ( ;Eg ) ,a<t<b und eine

stetige Funktion f(x,y) definiert man

b ; 5
Jo £ ds = J (0,500 (£ + (4) 0

2) Fiir eine Raumkurve C : ¥ = | y(t) , a<t<b und eine

stetige Funktion f(x,y,2) definiert man

b 5 2 5
fcf(x,y,Z)dszff(x(t),y(t),Z(t))\/ (%) + (%) + (%)

Bemerkung. Fir f =1 erhalten wir die Lange der Kurve vom Punkt
mit Parameterwert ¢ = a bis zum Punkt mit Parameterwert ¢ = b
(Bogenlange).



ds = \/ (42)? + (%)th baw.  ds

heilt auch das Bogenelement.




