LAPLACE—-Transformation

Bei der LAPLACE-Transformation wird einer (geeigneten) Funktion f(t)
eine Funktion F(s) zugeordnet. Diese Art von Transformation hat u.a.
Anwendungen bei gewissen Fragestellungen bei gewohnlichen als auch par-
tiellen Differentialgleichungen.

Wir werden spéter sehen, welche Funktionen f(t) ”geeignet” sind.

Definition. Sei f(t) gegeben. Die LAPLACE-Transformierte F(s)
von f(t) ist definiert durch

L{f(t)} ff e stdt s> 0

Bemerkungen.
(a) Das uneigentliche Integral muss existieren!
(b) s heifit die Transformationsvariable.

(c) Die Umkehrtransformation £7! ist gegeben durch

c+100
LYF(s)} =L [ F(s Std,s:{fét) 228

CZOO

Dabei wird ¢ so gewahlt, dass in der komplexen Zahlenebene alle sin-
gularen Punkte des Integranden links von der Geraden =z = c¢ liegen.
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(d) In der Praxis werden geeignete Tabellen und Eigenschaften der LAPLACE-
Transformation zur Bestimmung der inversen LAPLACE-Transformierten
verwendet.

Beispiel. f(t) =c¢ ...const.

L) = Teomdt = -1 = ~£(0-1) =&

Beispiel. f(t) =t

L{f(t)} = f teldt = —L. st " +1 [eldt =
0

=0+3 f et = —ze T =%

Beispiel. f(t)=t* , a >0

L{f(t)} = f t%e~stdt . Mit der Substitution st = ¢ erhalten wir

L{t"} = @ f etgade = Hatl

(wobei I'(x) = [t*"'e7'dt die Gammafunktion bezeichnet).
0

Speziel: a=neN = L{t"} =25

Beispiel. f(t)=¢e¢" | a€R

L{f)} = [eeldt = [e Wt = —Le (| = L fiir s>a.
0 0

Beispiel. f(f) =sinwt , weR

L{sinwt} = F(s fsmwt e stdt



st —st

Partielle Integration mit v = sinwt , v = e, v = wcoswt , v = —%e

liefert

S

L{sinwt} = F(s) = —Mle=st|® 12 [coswi - e *'dt (= 2£L{coswt})
0

Partielle Integration mit « = coswt , v = ¢ | v = —wsinwt , v =

— %e*“ liefert

o0
L{sinwt} = F(s) = <(—2coswt - e |7 =2 bf sinwt - e %dt) =

S

— 9l _ep(e) =4 — L F(s)

S

Aus F(s) =3 — “;—QZF(S) folgt dann F(s) = =

§24w? -

Beispiel. f(t) =coswt , w e R
Siehe vorher L{sinwt} = “L{coswt} . Damit L{coswt} = z"— .

§24-w?

Definition. Eine Funktion f(¢) ist von exponentieller Ordnung (fiir
t — 00), falls Konstanten a,T > 0 existieren, sodass e~ f(t) beschrankt
ist fir ¢ > 1T , d.h.

A M >0 sodass |f(t)] < Me™ fir ¢t >1T .
Schreibweise: f(t) = O(e™) fur ¢t — oo

at  g¢ind von ex-

Bemerkung. Die Funktionen ¢* , sinbt , cosbt , e
ponentieller Ordnung. Des weiteren sind Produkte von Funktionen von

exponentieller Ordnung wieder von exponentieller Ordnung.

Satz. Ist f(t) stiickweise stetig im Intervall [0, 7] und von exponentieller
Ordnung fiir ¢t > T, dann existiert die Laplace-Transformierte von f(t)
fir s>a.

T
Beweis. [ f(t)e *dt existiert, weil f(¢) im Intervall [0,77] stiickweise
0

stetig ist.



[ f(t)e=s'dt existiert, weil dort der Integrand durch Me~ =" nach oben
T

abgeschiitzt werden kann und [ e=(=9'dt fiir s> a existiert. [
T

Definition. Die HEAVISIDE-Funktion ist definiert durch

1 t=b
H(t_b):{o t<b

Folglich ist H(t — b)g(t) = { J g) ZZ

Satz. Sei L{f(t)} =F(s).

1) LINF(@) + ()} = AL{f ()} + nl{g(t)} ., A peR
2) L{e"f(t)} = F(s —a)

3) L{f(ct)} = F ()

4) L{HE-b)f(t—b)}t=e"F(s) , b>0

Beispiel. L{t’} = F(s) = & . Damit ist L{e 't?} = F(s+1) = (Sf1>3 :

Beispiel. L{sinwt} = F(s) = z“= . Damit ist

52 4+w?

£{€_2t SiIl(Ut} = F(S —|— 2) = (S-FQL)UW

Beispiel. L{sinht} = L{3(e' — e ")} = 3L{e'} — 3L{e 7} =

L, 1 _
2 s—1

Satz. (Differentiation)

Sei f stetig, f' stiickweise stetig in [0, 7] und f(t) = O(e™) fir t — oo
. Dann gilt



LLF)} = sLLF ()} = f(0)

(e.¢]

Beweis. L{f(t)} = [ f(t)e *dt . Partielle Integration mit
0

u=f(t), V=, u'=f(t), v=—1e" liefert

L{fO)} = = f (e |7 +5 Zof’(t)e‘“dt = f0)+3£{f®)}. O

Folgerung. L{f"(t)} = L{7[' ()} = sL{f'(t)} - f'(0) =
= s(sL{f(t)} = £(0)) = f(0) = s°L{f(t)} = 5£(0) — f'(0) und allgemein

L)} = s"L{f(t)} = 5" f(0) = "2 f/(0) — ... = fF7(0)

Satz. (Integration)
Ist F(s) die LAPLACE-Transformierte von f(t) , dann gilt

t

C{[ f(rydry = =2

0

Im folgenden wenden wir die Laplace-Transformation auf Anfangswert-
probleme bei gewohnlichen Dgln. an. Dabei wird das AWP in ein al-
gebraisches Problem iibergefiihrt. Kann das algebraische Problem gelost
werden, dann erhalten wir durch Riicktransformation die Losung des AWP.

Der Faltungssatz

Definition. Die Funktion
t
(f*g)(t) = {f(t —&)g(&)dg

heifit (endliche) Faltung der Funktionen f und g .

Dabei gelten folgende Rechengesetze :
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1) frg=gx*f
2) fx(gxh)=(fxg)*h
3) fx(g+h)=fxg+fxh

Beispiel. Die Faltung ist nicht das Produkt der Funktionen!
Sei f(t)=g(t)=t.

t

U*muw=fu—oa%:jas—emgz@8—%b%=%

0

(f-9)(t) = f(t)-g(t) =t

Satz. (Faltungssatz)
Sei FF=/L{f} und G = L{g} . Dann gilt

Lif*gy =L{f} L{gy =F-G . LYF -G} =g

Bewelis.
LFxgh= [ e ([ flt—gOde)dt = [ [ e f(t — £)g(e)dedt
0 0 =0 ¢20

Der Integrationsbereich in der t&-Ebene kann auch anders beschrieben wer-
den, damit

ﬁ{f*g}:jo [ et — )g(e)dedt = fg T; e f(t — €)dt)de
=0t=¢ t=

Mit der Substitution ¢ —& =7, dt = dn erhalten wir

C{F gt = [ g(&)( [ e 0O f(n)dn)de =

£=0 n=0
if; g(€)es5de - z f(n)endy = G(s) - F(s) O

Die DIRAC’sche Delta-Funktion



Wir betrachten zunachst fiir ¢ >0, h >0, a € Rt die Funktion

(1) = h falls [t —a|l<e¢
PU=0  falls t—a| > ¢

Ihre Laplace-Transformierte lautet

00 a+te
L{pt)} = [etp(t)dt = [ e *'hdt = —Le o =

0 a—¢
— _%(6—3(61—1—5) _ e—s(a—s)) — _%e—as(e—sa _ 655) — %e—as sinh se
Jetzt wahlt man speziell h = % und erhalt fiir die Funktion

1

= falls |[t—a| <e
— 2¢e
p(t) { 0 falls |[t—a|>¢

a+e€

die Relation I. = [ p.(t)dt = [ 5=dt =1

Definition. Fir ¢ — 0 ergibt sich daraus die sogenannte Dirac’sche
Delta-Funktion (f —a) mit den Eigenschaften

o(t—a)=0 fir t#a und [ §(t—a)dt=1

Bemerkung. Die Dirac’sche Delta-Funktion ist keine Funktion im tiblichen
Sinne.

Die Laplace-Transformierte ist definiert durch

L{0(t —a)} = lim L{p.(t)} = lim e *sinhes = ¢~
e—0 e—0 ¥
Speziell fir a =0 erhalten wir L£{0(t)} =1 .
Beispiel. Betrachte y” +2y' +5y=46(t—1) , y(0) =9'(0) =0

Sei (t) Losung und L{p(t)} = ®(s) . Dann ist

L{g(t)} = s0(s) = p(0) und  L{g"(t)} = s°B(s) — 59(0) — £'(0) -



Damit erhalten wir s*®(s) + 2s®(s) + 5P(s) = e~  bzw.

_ et 1, 2
(I)(S) T os242s+5 T 2 (s+1)2+4

Aus den Beziehungen
L{sinwt} = 52 , L{e"f(t)} = F(s —a) und
L{H(t—Db)f(t—b)} =e *F(s) folgt nun

p(t)=2H(t —1)e " Vsin2(t — 1)

Diese Differentialgleichung beschreibt etwa die Schwingung eines gedampften
Pendels, das fuir 0 < ¢t < 1 in Ruhe ist, zum Zeitpunkt ¢ = 1 einen
”Schlag” bekommt und dann wieder ohne weitere auflere Einwirkung gedampft

weiterschwingt.
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Bemerkung. Fiir das Produkt einer beliebigen stetigen Funktion f(t)
mit der /-Funktion gilt
a+te

ff t—adt—hmff De( )dt:g%f%f(t)dt:

M iy L >=2¢f(t*) = f(a)

e—0 2



