Fourierreihen

Einer auf dem Intervall [—m, 7] definierten Funktion f(z) kann ein
(approximierendes) trigonometrisches Polynom (Fourier-Polynom) der
Gestalt

Sn(r) =9+ > apcoskx + ) bysinkx
k=1 k=1

zugeordnet werden.

Schreibweise: f(z) = S,(z) auf [—7, 7]
Die Koeffizienten ay,br sind dabei gegeben durch

ap = f(x)coskx dzr |, k=0,1,2,...,n

2=
~—x

3

bp == [ f(z)sinkzdz , k=1,2,...,n

Definition. Eine Funktion f(x) heifit periodisch mit der Periode
T, wenn

fle+T)=f(x) VzeR

Beispiel. Die Funktionen f(x) =sinz, f(x) = cosx sind periodische
Funktionen mit der Periode 27 .

Die Funktionen f(z) =tanx , f(z) =cotx sind periodische Funktionen
mit der Periode 7 .

Bemerkung. Das obige trigonometrische Polynom S,,(z) ist eine peri-
odische Funktion mit der Periode 27 .

Wird einer periodischen Funktion f(x) mit der Periode T = 27 das
Polynom S, (z) zugeordnet, dann ist dies eine Approximation im Sinne der
kleinsten Fehlerquadrate, d.h. mit den angegebenen Koeffizienten ay, by
wird der mittlere quadratische Fehler
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_f [f(z) — Sp(x)]?2dxr minimal.

Fiihrt man nun den Grenziibergang n — oo durch, dann erhalt man die
der Funktion f(z) zugeordnete Fourier-Reihe.

S(x) =9+ > apcoskr+ ) bysinkx
k=1 k=1

(ax, by, wie zuvor angegeben)

Satz. Sei f(x) stiickweise stetig differenzierbar und 27w-periodisch.

a) In jedem Stetigkeitspunkt z gilt S,(z) — f(z) bzw. S(z)= f(x) .

b) In jedem abgeschlossenen Intervall I, auf dem f(z) stetig ist, ist die
Konvergenz sogar gleichmafig, d.h. zu jeder beliebig kleinen e-Umgebung
um den Graph von f(x) gibt es einen Index Ny(e) , sodass

Sy(x) — f(x) <e YN>No(e) , Vael

¢) An einer Sprungstelle xy konvergiert die Reihe gegen das arithmetische
Mittel des linksseitigen Grenzwertes f(xg — 0) und des rechtsseitigen
Grenzwertes f(xg+0) , i.e.

S(z) = f(xo—o)‘;f(ﬂfo+0) .

In der Umgebung einer Sprungstelle gibt es keine gleichmaflige Konvergenz
(GIBB’sches Phénomen).

d) Wir schreiben f(z) ~ S(z) .

Bemerkung.

Hat die Funktion f(z) die Periode T , dann betrachtet man die Trans-
formation

5:2%95 , l.e. x:% , =0 = £=0,x=T — £=27

Dann ist  f(£) = f (g—f) eine 2m-periodische Funktion (bzgl. &) .



Allgemein gilt fiir eine Funktion f(z) mit Periode T = 2L folgende
Darstellung ihrer Fourier-Reihe

(0.9]
S(z) =%+ 3 apcos ¥ a:+2bksm—x mit
k=1 k=1

ap = f(@)cosZxdx , by=1 [ f(z)sin’z do

lﬁ%h

|
i
|
~——t~

Beispiel. (Sagezahnfunktion)
Wir betrachten die Funktion f(z) =2z auf dem Intervall [—m, 7] .

Diese kann nun durch die Forderung f(x + 27) = f(z) auf ganz R
periodisch fortgesetzt werden (mit Periode 27).

S S S
S S

510 =0

S |

ap = rdr =

S =
|
5=

ar =1 [ zcoskr dv = L(pL 4 TMENVIT — () (coskm = (—1)*)

i
b = % f rsinkx dx = %(bn;;cx o xco}:km) [W _

Damit erhalten wir

fl@) ~ () =2 3 O

sm(kx) :

Im folgenden sind die Funktion f(z) und die Fourier-Polynome Syy(z)
bzw. Sio(x) angefiihrt.
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Bemerkung. Setzen wir speziell x = 5, dann erhalten wir

%:2(1+0—%+0—|—%+...) und damit eine Reihendarstellung fir 7 ,
namlich
T _ 1,1 _ 1

Gerade und ungerade Funktionen

Definition. Eine Funktion f(x) heifit gerade (bzw. ungerade), wenn

fl=x) = [f(x) , Va (baw. f(-z)=—f(z) , V).

Beispiel. Die Funktion f(x) = coswx ist gerade, die Funktion f(x) =
sinwzx ist ungerade.

Bemerkung. Das Produkt einer geraden Funktion mit einer ungeraden
Funktion ist ungerade. Das Produkt von zwei geraden (bzw. ungeraden
Funktionen) ist gerade.

Sei g(x) ungerade. Dann ist [ g(x)dx =0 .

—a

Beweis.
_fa g(z)dx :_jq g(zr)dxr + zg(x)dx =1+ Ofag(x)dx

=~ [9©)d = - [ gladr . D



Eine analoge Uberlegung zeigt: Sei g(x) gerade. Dann ist

Ist nun f(z) eine ungerade Funktion mit Periode T = 27 , dann gilt
gemafl dem Vorigen

ap =0 Vk und b,=2 [ f(z)sinkzds

O—x

Wir erhalten f(x) ~ > bysinkz  (Fourier-Sinusreihe)
k=1

Ist f(x) eine gerade Funktion mit Periode T = 27 , dann gilt

by =0 Yk und a,=2 [ f(x)coskzds
0

Wir erhalten  f(z) ~ %9+ > apcoskr  (Fourier-Cosinusreihe)
k=1

Beispiel. Wir definieren die Ein- und Ausschaltfunktion im Intervall
(—m,m) und setzen sie dann periodisch auf ganz R fort.

-1 —a<zx<0
fx)y=< 0 r=0
1 O<zx<m

f(x) ist eine ungerade Funktion, daher ay =0 V k .

Y

by =

2 o

[1-sinkz do = —-Z%coskz|; = %;Uk)
0



Folglich ist  S(z) =2 " 1_(];1)k sinkx .
f=1

Wir beobachten weiters: ist k£ gerade, K = 2n, dann ist by = by, =0 .

1
2n—1 °

Ist £ ungerade, k = 2n — 1, dann ist by = by, 1 = % .

Also S(z) =23 5=sin(2n — 1)z = (sinz + 3sin3z + sinbz +...)
n=1

Im folgenden sind die Fourier-Polynome S7q bzw. Sjg dargestellt.
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Beispiel. Betrachte f(r)=2> , —mr<az<7 , f(zx+2n)=f(z).
f(x) ist stetig und gerade, T =27, by =0 Vk.

ap =2 [z*coskx dx = 4(;21)k L k>1
0

X

(_klg)k coskxr =

.. 2 >
Damit gilt 2* = & + 4];

2

=T 4+ 4(—cosz + } cos 2z — g cos 3T +...)



Bemerkung. Setzen wir speziell x = 7 , dann erhalten wir wegen
cos km = (—1)* | dass

w2 %+4Z ( ):% Z% bzw.
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