03. Topologische Raume

Definition. FEin topologischer Raum ist ein Paar (X,7) bestehend
aus einer (nichtleeren) Menge X und einer Familie 7 von Teilmengen
von X mit den Eigenschaften

(TR1) 0er und X €7
(TRQ) 01,0267' = 0O1N0OyEeT
(TR3) O;eT Viel = O, e

1el
Die Elemente von X sind die Punkte des Raumes, die Elemente von 7
heilen offene Mengen des Raumes (X, 7) , und die Familie 7 heifit eine
Topologie auf X .

Wir konnen also sagen:

In einer Topologie auf X sind stets () und X offen, der Durchschnitt
von zwei (und damit endlich vielen) offenen Mengen ist wieder offen, und
die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X
heifit abgeschlossen (bzgl. (X, 7)) , wenn X \ A offen ist.

Bemerkung. Aus den Regeln von de Morgan folgt nun sofort: () und
X sind stets abgeschlossen, die Vereinigung von zwei (und damit endlich
vielen) abgeschlossenen Mengen ist wieder abgeschlossen, und der beliebige
Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen ist wieder abgeschlossen.

Ausgehend vom Begriff der offenen Menge konnen nun weitere wichtige
Begriffe definiert werden.

Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum.

1) U C X heifit eine Umgebung des Punktes x € X wenn eine offene
Menge O C X existiert mit x € O C U .



2) U C X heifit eine Umgebung der Teilmenge A C X wenn eine
offene Menge O C X existiert mit AC O CU .

3) Die Familie aller Umgebungen von = € X wird auch mit U(z)
bezeichnet.

4) Ist eine Umgebung U zusétzlich eine offene (bzw. abgeschlossene
Menge), dann spricht man von einer offenen Umgebung (bzw. abgeschlosse-
nen Umgebung).

Bemerkung. Ist (X,d) ein metrischer Raum mit zugehoriger Topologie
T4 , dann ist U C X genau dann eine Umgebung von x € X wenn ein
e > 0 existiert sodass K(z,e) CU .

Satz. Sei (X,7) ein topologischer Raum und G # () . Dann gilt
Ger & Geld(x) Veei

(D.h. eine nichtleere Teilmenge ist genau dann offen, wenn sie Umgebung
jedes ihrer Punkte ist.)

Beweis. 7 =7 ist trivial.
Pe?  Vre@G d0, €T mit €0, CG .

Dann ist offenbar G = |J O, wegen (TR 3) eine offene Menge. [

relG

Folgerung. A # X ist genau dann abgeschlossen, wenn es zu jedem
r ¢ A eine Umgebung U, € U(x) gibt mit U, NA=10.

Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X .
1) z € X heiit Berithrungspunkt von A | wenn
VUeU(x) : UNA#(

2) Die Menge aller Beriihrungspunkte von A wird mit A bezeichnet
und heifit die abgeschlossene Hiille von A .

3) x € X heifit innerer Punkt von A , wenn

JUel(x) : UCA



4) Die Menge aller inneren Punkte von A wird mit intA bezeichnet und
heifit das Innere (bzw. der offene Kern) von A .

Bemerkung. Ist O C X offenund ONA=0,dannist ONA=190.

Beweis. V2 €O ist OclU(zx) mit ONA=0. O

Satz. A ist die kleinste abgeschlossene Menge, welche A umfasst.

Beweis. A C A ist trivial (jede Umgebung von x € A schneidet A
zumindest in ).

Sei ¢ A. Dann gibt es eine Umgebung von z und damit eine offene
Menge O mit €O und ONA=0.

GemaB Bemerkung vorher ist dann O N'A = @ . Damit ist A eine
abgeschlossene Menge.

Sei nun B abgeschlossen mit A C B . Dann ist X \ B offen mit
AN(X\ B) =0 . Gema Bemerkung vorher ist dann AN (X \ B) =0,
bzw. AC B .

Somit ist A die kleinste abgeschlossene Menge, die A umfasst. O

Einfache Folgerungen. (Beweis zur Ubung):

1) AC X ist abgeschlossen < A = A

2) ACB = ACB
3) AUB=AUB
4) ANB C AN B, aber i.a. keine Gleichheit!

Satz. intA ist die grofite offene Menge, die in A enhalten ist.

Beweis. intA C A ist trivial.

Sei x € intA . Dann gibt es eine Umgebung von x und damit eine offene
Menge O mit € O C A .

Weil O e U(y) Vy € O ist, gilt O CintA . Damit ist intA eine offene



Menge.

Sei nun O offen mit O C A . Weil wiederum O € U(y) YV y € O , gilt
O C intA .

Damit ist intA die grofite, in A enhaltene offene Menge. [J

Einfache Folgerungen. (Beweis zur Ubung):
1) ACX istoffen & A=intA

2)

3) int(ANB) =intANintB
4)

ACB = intACintB

intAUintB C int(AU B) , aber i.a. keine Gleichheit!

Der Zusammenhang zwischen abgeschlossener Hiille und Innerem wird
durch folgende Beobachtung ausgedriickt.

Satz.
1) X\ A=int(X\A)
2) X\intA=X\A4

Bewelis.

Ad 1) : Sei x ¢ A . Dann existiert eine Umgebung U € U(z) mit
UNA=0 bzw. UC(X\A).

Also ist z € int(X \ A4) und folglich X \ A Cint(X \ A) .

Sei = € int(X \ A) . Dann existiert eine Umgebung U € U(x) mit
UC(X\A) bzw. UNA=10.

Also ist = ¢ A und folglich int(X \ A) C X\ A.

Insgesamt erhalten wir X \ A = int(X \ A) .

Ad 2) : Fiir jedes B C X gilt wegen 1) dass X \ B = int(X \ B) .
Mit B=X\A ist X\ X\A=int(X \ (X \A) =intA .

Daraus folgt 2) . O



Beispiele fiir topologische Raume.

1) Auf jeder Menge X ist die Potenzmenge 7 = P(X) offenbar eine
Topologie.

7 heifit die diskrete Topologie auf X und (X,7) heifit diskreter
Raum .

Jede Teilmenge von X ist offen und abgeschlossen zugleich, somit gilt fiir
alle AC X , dass A=A=intA.

2) Auf einer Menge X ist 7 = {0}, X} eine Topologie.

7 heifit die indiskrete Topologie auf X und (X,7) heifit indiskreter
Raum .

Fir A#X ist intA=0,fir A#Q ist A=X.

Definition. Seien 7,0 Topologien auf X .

Gilt o C 7, dann heit 7 feiner als o (bzw. o gréber als 7).

Somit ist die diskrete Topologie die feinste Topologie auf einer Menge und
die indiskrete Topologie die grobste Topologie auf einer Menge.

Des weiteren gilt:
(a) Sind 7;, ¢ € I Topologien auf X , dann ist 7 = (] 7; wieder eine
1€l

Topologie.

(b) Hingegen ist die Vereinigung 7U o von zwei Topologien auf X i.a.
keine Topologie (siehe spéter).

3) Sei X eine Menge. Dann ist
r={0tU{OC X : X\O ist endlich}

eine Topologie, die sogenannte cofinite Topologie auf X .

A C X ist also abgeschlossen genau dann, wenn A = X oder A endlich
ist.



Wenn X endlich ist, dann ist 7 die diskrete Topologie, wenn X unendlich
ist, dann ist 7 nicht die diskrete Topologie.

Sei nun X unendlich und Oj, Os nichtleere offene Mengen. Dann sind
X\O;, X\ Oy endlich.

Folglich ist X # (X \O1)U(X\Oy) =X\ (01N0O,) .

Alsoist O1NOs # (), d.h. je 2 nichtleere offene Mengen haben nichtleeren
Durchschnitt.

Weiters gilt fiir eine unendliche Teilmenge A C X , dass A= X .

4) Sei X eine unendliche Menge und p € X .
Dannist 7={0}U{O C X : pe O} eine Topologie auf X .
Hier ist der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen offen. Weiters ist

{p} €7, {p} =X und wenn z # p dannist {z} abgeschlossen, aber
nicht offen.

Fir ¢ #p und 0 = {0} U{O C X : q€ O} gilt, dass ¢ € 7 und
7 ¢ o, d.h. die beiden Topologien sind nicht vergleichbar.

5) Sei X eine unendliche Menge und p € X .

Dannist 7={X}U{O C X : p¢ O} eine Topologie auf X .
Fiir «#p ist {z} offen und {z} = {z,p} .

Die einzige Umgebung von p ist X .

{p} ist abgeschlossen, aber nicht offen.
Fir AC X gilt intA=A\{p} und A=AU{p}.

6) Fiir einen metrischen Raum (X, d) haben wir die zugehorige Topologie
mit 7; bezeichnet (siche vorher).

Ein topologischer Raum (X, 7) heifit metrisierbar wenn eine Metrik d
auf X existiert sodass 754 =17.



Die diskrete Topologie auf einer Menge X ist metrisierbar mittels der
diskreten Metrik, weil K(x,e) = {x} gilt fiir 0 <e <1, und somit jede
Teilmenge offen ist.

Auf einer unendlichen Menge sind die indiskrete Topologie und die cofinite
Topologie hingegen nicht metrisierbar. Warum?

7) Sei X =R.
T={0}U{(—00,a) : a € R} heiit die "left ray” Topologie.
o={0}U{(a,+o0) : a € R} heifit die "right ray” Topologie.

Fir a <b ist (—oo,b)N(a,+00) = (a,b) ¢ TUo , also kann 7Uo keine
Topologie sein.



