Tutorium 27.03.2020

Heutiges Thema sind Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen.
Dabei kommen vor allem zwei Methoden zur Anwendung, namlich der
Heaviside-Kalkiil und die Eigenwertmethode.

1. Beispiel
Man lose mit dem Heaviside Kalkiil
i’l =21+ 12$2 + €t
i‘g = 3%1 + 9

Unter Verwendung des Differentialoperators D = < ergibt sich (for-

dt
mal)

Dxy = x1 + 1229 + €
Dz =321 +2x9  bzw.

(D —1)x; — 1229 = €'
3371 - (D - ].)ZCQ =0

Dies kénnen wir nun als "normales” Gleichungssystem auffassen, wobei
allerdings keine Divisionen mit Ausdriicken, wo D vorkommt, erlaubt
sind.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3 , die zweite Gleichung
mit —(D — 1) und addieren die beiden Gleichungen, um z; zu
eliminieren. Dadurch erhalten wir

—36x9 + (D — 1)(D — 1)z = 3e'  bzw.

(D* — 2D + 1)x9 — 36x9 = 3¢'  bzw.

(D* — 2D — 35)x9 = 3¢!

Unter Beachtung von D? = j—; , D3 = % etc. ergibt sich

5132 — 2%"2 — 35562 = 36t



Dies ist nun eine inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten fur z- .

Die charakteristische Gleichung A2 — 2\ —35 = 0 liefert \; = 7 und
Ao = —5 . Also ist

ToH = C’le” + 026_5t

Als Ansatz fiir x9; wihlen wir a9y = Ae! . Mit 497 = Ae’ und
i91 = Ae' erhalten wir durch Einsetzen in die inhomoge Gleichung

Ae! —2Ae' — 354e' =3¢ = A=—-5 und
= Che™ + Che™t — 1—126 .
Wegen 9 = 321 + xo erhalten wir
7C1e™ — 5Che ™ — Le! = 3a1 + Cre’ + Coe™ — Let =
1 = 2C1e™ — 20,

Die Losung kann vektoriell geschrieben werden als
= 2\ n =2\ 5 0
x—C'1<1)e +C2( ] )e + —1126t

. Beispiel 26b)

Man lose mittels Eigenwerttheorie das System

Die allgemeine Losung des homogenen Systems hat als Fundamen-
talsystem die Losungen ChreMt | Coe™2t | wobei C) , Cb linear un-
abhangige Eigenvektoren zu Ay bzw. Ay sind.



Die Eigenwerte der Matrix sind A = 1 und Xy = —1 . Da die
Eigenwerte verschieden sind, erhalten wir immer linear unabhangige
Eigenvektoren.

Ein Figenvektor zu A\; = 1 ist (

a (1),

Die Komponenten des Storvektors sind ein Polynom 1. Grades und ein

1 -
1 ) , ein Eigenvektor zu Ay = —1

Polynom nullten Grades. Fiir die Bestimmung einer speziellen Losung
des inhomogenen Systems miissen wir nun in jeder Komponente den
in den anderen Komponenten verwendeten Ansatz mitverwenden, hier
also

- [ a+ bt N Lo b
U=\ erat =\ a
Damit erhalten wir die Gleichungen

b=3(a+0bt) — 2(c+dt)+3t = 3b=a+bt—2c—2dt+9¢

d=—3(a+bt)—i(c+dt)+9 = 3d=—4a—4bt —c—dt+27

Die 1. Gleichung (a —3b—2¢) + (b — 2d + 9)t = 0 liefert durch
Koeffizientenvergleich

(1) a—3b—2c=0
(2) b—2d+9=0

Die 2. Gleichung (—4a —c¢—3d+27)+ (—4b—d)t =0 liefert durch
Koeffizientenvergleich

(3) —4a—c—3d+27=0
(4) —4b—d=0

Aus (4) folgt d = —4b, eingesetzt in (2) erhalten wir b= —1 und
d=4.

Damit verbleiben a—2¢ = —3 und —4a—c = —15 mit den Losungen
a=3 und c=3.



Also ist die allgemeine Losung

1 1 —
fzcl<_1>€t+02(2>6t+<33_’_it)

Die Bedingungen z1(0) =3 und x2(0) =0 liefern

(0)-a(h)a(a)(3)- (i)

Also 01+CQ+3:3, —C14+2054+3=0 = Ci=1, Cy=-1

. Beispiel 37 des VO-Skriptums

S e (1 -1
r = A7 mit A—<4_3>.

Die Eigenwerte von A sind Ao = —1 . Der Wert —1 tritt also
doppelt auf!

Das Gleichungssystem zur Bestimmung der Eigenvektoren lautet

(52)(5)=(0) = nex

Wir bekommen hier nicht zwei linear unabhangige Eigenvektoren!!

Ein Figenvektor ist etwa < ; ) , welcher die Losung 7 = ( ; ) et

liefert.

Um eine zu #; linear unabhangige Losung ¥, zu bestimmen, treffen
wir den Ansatz

L [a+bt) _, IR —a—bt+b\ _,
2=\ erdt )€ =\ e—dt+d )€

. —a—=bt+0b\ ., (1 -1 a+bt\ _,
Damit (—c—dt—l—d)e _<4 —3><c+dt)€

Dies liefert die beiden Gleichungen



—a—bt+b=a-+bt —c—dt
—c—dt +d = 4a + 4bt — 3¢ — 3dt

Koeffizientenvergleich in jeder der Gleichungen liefert die vier Gle-
ichungen

20—b—c=0
2b —d =0
4da —2c—d =0
4b —2d =0

Diese System hat keine eindeutige Losung. Eine Losung ware etwa
mit a=1,6=0,c=2,d =0, aber dies wiirde nur z; liefern.

Eine andere Losung ist a =0,0=1,c= —1,d =2 , was

_— t PR
$2_(—1+2t>6 liefert.

Damit ist die allgemeine Losung des Systems

:E:Cl(;>e_t+02<_1:2t>e_t CCLCER



