Bogenlange ebener Kurven

Ist eine Funktion [ auf [a,b] definiert, so stellt der Graph von f |
Cr={(z,y) : y=f(z), v €[a,b]} , i.a. eine Kurve im R? dar.

Einer derartigen Kurve soll nun eine ”Lange” zugeordnet werden, wobei
zu beachten ist, dass a priori nur fiir Strecken bzw. (in weiterer Folge fiir)
Polygonziige im R? eine Linge erklirt ist.

Sei P ={a = xg,x1,...,x, = b} eine Partition des Intervalls |[a,b] . Jedem
Punkt =z entspricht ein Punkt Py = (xy, f(zx) von Cf .

Fir den durch die Punkte Fy, P, ..., P, definierten Polygonzug ist eine
Lange definiert, namlich

Lp(Cy) = kz V@ =z + (@) — F@n)? .

Der Polygonzug stellt eine Approximation von C'y dar und seine Lange eine
Approximation fir die Lange der Kurve, - falls diese tiberhaupt existiert !

Bemerkung. Ist P’ eine Verfeinerung von P , dann gilt Lp(Cy) >
Lp(Cy) . (Beweis trivial)

Bei einer Verfeinerung der Partition wird also die Lange des zugehorigen
Polygonzuges grofler. Somit besteht die Moglichkeit, dass die Menge der
Langen der Polygonziige unbeschrankt ist.

Definition.
(i) Die Kurve C heifit rektifizierbar, wenn sup Lp(Cy) < oo,

(i) Ist Cy rektifizierbar, dann heit L(Cy) = sup Lp(Cy) die Bo-
P

genlange von Cf .

Die obige Definition liefert kein wirklich handliches Kriterium zur tatsachlichen
Bestimmung der Bogenlange. Im folgenden betrachten wir daher den
Spezialfall von Kurven C; im R? mit stetig differenzierbarer Funk-
tion f . (Die allgemeine Frage der Rektifizierbarkeit von Kurven (im R")
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wird auf spater verschoben.

Satz. Falls f stetig differenzierbar auf [a,b] ist, dann ist C; rekti-
fizierbar und es gilt

b
L(Cy) = [V 1+ (f'(w))?da .

Beweis. Sei P = {zg,1,...,2,} eine Partition von [a,b] . Dann gilt

Lp(Cy) = é V(r —xi-1)?+ (Flae) — f(zpm1))? =

n 2
-3 W b (Lt} A,

Mit dem 1. MWS der Differentialrechnung existieren dann weiters geeignete
Tr—1 < fk: < xp mit

Lp(Cy) = z VIt (F &) Az

Die rechte Seite stellt eine sogenannte Riemannsche-Summe der stetigen

(1) Funktion ¢(z) =+/14 (f'(z))? zur Partition P dar, i.e.
Lp(Cy) = Sp(e;€) ,
wobei & = (&,...,&) die Menge der Zwischenpunkte bezeichnet.

Wéhlt man nun eine Zerlegungsnullfolge P™ mit

lim Spa (f, M) = Sl;p Lp(Cy) = L(Cy) ,

n—oo

dann folgt mit Ergebnissen iiber Riemannsche Summen, dass

L(Cy) = [ VTT F@Pde . D

Beispiele.

1) f(z)=coshz, a <z <b, .. Kettenlinie
b b
L(Cy) = [V/1+sinh’zdr = [ coshzdr = sinha:\z = sinh b — sinha .
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2) fle)=lnzx, 1<z<A.

A
L(Cy) = { 1+ Ldr . Substitution z = ﬁ —

2 sh h
f 1—|— =dr = f\/l—l—smh ‘i‘;lhf = fZ?;hQ

h? h
1;51’11;112 f _fsinllﬁfdg_fdg:co‘:hg_f:%—52
/1 12 /_
= 15;:18111_11;1 ‘- §= 1= 8bl"Sthl =vV1+ax2— arsinh%

x

Also ist L(Cy) = v/1+ A2 — arsinhd — /2 + arsinhl .

3) f(z) =v1—2?, =1 <x <1 .. oberer Halbkreisbogen des Einheit-
skreises

Betrachte die Punkte FPy(0,1) und P,(z,v/1—2?), wobei 0 <z <1.

Fir die Lange des Bogens P/OF gilt dann

x 52 T
:Of,/1+1_§2 bf 152'

Fir  — 1 wird der Integrand unbeschrankt, daher liegt kein Riemann-
Integral im bislang definierten Sinne vor. Es liegt nahe, den Begriff des
Riemann-Integrals so zu erweitern, dass auch derartige Falle behandelt
werden kénnen (— ”uneigentliche Integrale”) .

Bogenlange ebener Kurven in Polarkoordinaten.

Wir betrachten Abbildungen 7 : [, 5] — R} und deuten ¢ € [, 3] als
Winkel zwischen einem Strahl durch den Ursprung und der z-Achse und r
als Entfernung eines gegebenen Punktes P der Ebene zum Ursprung (vgl.
Polardarstellung komplexer Zahlen) .

C.={(g,r) : r=71(p), ¢ € [a,B]} ist dann i.a. eine Kurve im R? .

Wir betrachten eine Partition P = {¢y,...,on} von [a, ], verbinden die
Punkte Py(¢g,7(pr)) durch Strecken und erhalten einen Polygonzug.



Nach dem Cosinus-Satz ist die Lange des Polygonzuges

Lp(Cy) = 2 V2 on) + 2 (pr 1) — 2r(n)r(pr1) cos(Bgy) =

- z Vr(er) = r()? + 2r (e (i) (L — cos(Apy)) =

- 2
— kz \/<%;(k%_l)) + QT(gpk)r(gOk_l)l(%%AmAwk
-1

Dieser Ausdruck strebt fiir |P| — 0 gegen

f\/ 12+ r2(p)dp , weil %ﬁf’“) — 1 . Somit ist

f V() + (r(@))2de .

Beispiel. 7(¢) =14cosyp, 0 < <271 , C, .. Kardiode

2m 27
L(C,) = [ /(14 cosp)?+sin® pdp = [ /2(1 + cosp)dp =
0 0

27 2 T 27
= [ /Acos? Edp = [2]cos$|dp =2 [cosSdp —2 [ cos Sdp =
0 0 0 m

o . £7T_ . £‘27T_
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