Skalarfelder, Niveauflachen,
Gradient

Eine Skalarfunktion (bzw. ein Skalarfeld) &(x1,29,23) ordnet einem
Punkt des R?® einen Zahlenwert zu. Bekannte Beispiele aus der Physik
waren etwa die Temperatur- oder Massendichteverteilung in einem raumlichen
Bereich.

Fiir ein festes A € R wird durch die Gleichung ®(z1,x9,23) = A bzw.
®(xq,x9,23) — A =0 eine Fliche beschrieben (auf der ® den konstanten
Wert A hat). Eine solche Fldche heifit auch Niveauflache des Skalar-
feldes.

Beispiel. Die Niveauflachen des elektrostatischen Potenzials einer Punkt-
ladung (a ist dabei die Ladung in geeigneten Einheiten) sind Kugelflachen,
da ®(xy1,z9,23) = d ist und folglich
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Ein Mittel, um Anderungen eines Skalarfeldes ®(zy,xo,x3) geeignet zu
beschreiben, ist die Richtungsableitung, welche bereits friither diskutiert
wurde.

Ist @ ein Einheitsvektor, dann ist die Richtungsableitung von & in

Richtung @ in einem Punkt 2° = (29, 29, 29) gegeben durch

%(xo) = (grad®(z%)) - @ .

Wir zeigten auflerdem, dass grad®(z?) jene Richtung angibt, in der die
Anderung von ® maximal ist.

Ist nun #(u,v) eine Parameterdarstellung von ®(xy, 29, 23) = A, dann
liefert partielle Ableitung nach u bzw. v
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Dies bedeutet aber, dass grad®(z”) ein Normalenvektor auf die Niveauflache
im Punkt 20 ist.

Wir betrachten nun den Differentialoperator
_ 0z J > Jd >
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der sowohl auf Skalarfunktionen als auch auf Vektorfunktionen (siehe spéter)
"wirken” kann. Dieser Operator heifit auch Nabla-Operator.

Im Falle einer Skalarfunktion <I>(x1, x9,x3) ergibt sich
Vo = e + g%’eg -l—

Dies ist aber nichts anderes als der Gradient von @ !

Bemerkung. Das totale Differential einer Funktion ®(xq,z9,x3) ,
A0 = P2dry + §2dry + Fxday

kann ebenfalls mittels des Gradienten in der Form
dd =V - dr

geschrieben werden, wobei dr’ = (dxy, dxs, dxs3) ist.

Definition. FEin Vektorfeld F heiflt ein Gradientenfeld wenn eine
Skalarfunktion & existiert, sodass

ﬁ:grad@ =Vo .

Im Falle einer Kraft F nennt man diese dann eine konservative Kraft.

Ist nun F eine konservative Kraft (i.e. F= grad®), dann berechnet sich
die geleistete Arbeit entlang eines Weges C' von P nach ¢ durch

AW = F - dif = £ dry + g2dry + §2dws = do
also W =®(Q) — ®(P) .

Dies bedeutet aber, dass der Wert des Linienintegrals nur von den Werten



von ¢ an den jeweiligen Endpunkten abhangt, nicht aber von der verbinden-
den Kurve selbst. Ein derartiges Linienintegral heif3t auch wegunabhangig.

Im besonderen ergibt sich im Falle einer geschlossenen Kurve, dass der
Wert des Linienintegrals gleich Null ist !!

Beispiel. Die Kraft F = (221 + 29, 1 —x%, 0) ist eine konservative Kraft,

weil F = grad® ist mit P(x1,x9,73) = a:% + x119 — %x% .

Wie konnen wir in diesem Beispiel die Funktion & bestimmen 7
Wir nehmen an, dass F= grad® ist. Dann ist @, = F} =22 + 22 .

Integration nach z; liefert ® = 2% + z129 + p(x2) , wobei ¢(z2) eine
willktirliche Funktion von 9 bezeichnet.

Nun muss auch @,, = Ih =z, — x% gelten. Damit ist

z1+ ¢ (12) = 1 — 23 , also ¢'(x9) = 23 (man beachte, dass 1 hier nicht

mehr vorkommt !)

und weiters ¢(z9) = —323 . Also ® = a? + x139 — 323 .



