Der (GGaufische Integralsatz

Beim Oberfldchenintegral [ F - i dA beschreibt der Integrand den senkrechten

)
Durchsatz des Vektorfeldes durch das Flachenelement dA . Insgesamt
liefert das Integral iiber eine geschlossene Flache den Nettodurchsatz
von F' durch das von der Flache umschlossene Volumen.

Bei der Behandlung der Divergenz betrachteten wir einen kleinen Quader
um einen Punkt P und zeigten, dass V- F' "ungefahr” den Nettodurch-
fluss von F' durch den Volumsbereich beschreibt.

Fiigt man nun an einer Seitenflache des einen Quaders einen zweiten Quader
hinzu, so tragt der Fluss durch die Berithrungsflache der beiden Quader
nichts bei, da er ja beim einen Quader positiv ist und beim anderen negativ
und sich daher aufhebt. Also sind nur die Auflenflachen wichtig.

Denkt man sich ein (endliches) Volumen V' als aus ”vielen kleinen Quadern”
aufgebaut vor, erscheint die folgende wichtige Aussage zumindest plausibel.

Satz. (Gauflscher Integralsatz)
[, V-Fadv = [, F-iidA

Dabei ist F ein Vektorfeld und S = 9V bezeichnet den Rand von V :
die Flache, welche V umschlief3t.

Genauer gesagt miissen folgende Voraussetzungen erfiillt sein.

(a) Die Fliche S mufl stiickweise glatt sein (wie etwa die Begren-
zungsflache eines Quaders), d.h. sie setzt sich aus endlich vielen Flachenstiicken
zusammen, welche stetig partiell differenzierbare Parameterdarstellungen
besitzen. Dies bedeutet, dass auf diesen Flachenstiicken ein Normalenvek-

tor 7 existiert, der so gewahlt wird, dass er nach auflen zeigt, also weg
vom umschlossenen Bereich.

(b) Das Vektorfeld F(zq, x5, 23) ist in V und auf S definiert und
stetig differenzierbar. Punkte, wo das nicht gilt, miissen durch geeignete
”Loch-Definition” (siehe anschliefendes Beispiel) ausgeschlossen werden.



(c) Falls es im umschlossenen Gebiet ”Locher” gibt, miissen diese bei der
Bestimmung des Randes mitberticksichtigt werden.

Beispiel. Betrachte fiir 7= (21,22, x3) das Feld F=r.

Dann ist V-ﬁ:g—ﬁ-l—g—ﬁ—i-g—i:i% und folglich

[F-AdA=[,V-FdV=3[,dV=3V = V=17 dA

Fiir eine Kugelflache mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius R erhalten
wir 7-n = R und
2t w
f¢7-MdA=R [(dA=R [ [ R*sinvddde =4R*r , also
p=09=0

V =3Rr.

Beispiel. Wir betrachten das Vektorfeld E(7) = %—%‘ fir r # 0 (Feld
einer elektrischen Punktladung im Ursprung mit Ladungsstarke q).

Mit der fritheren Formel V - (¢€,,) = s> (Yhu,hy,) und
uq Muglug 1

hy, =h, =1, hyy=hg=r, hy, =h,=rsint bei Kugelkoordinaten

gilt V-F =10 (&r¥sing) =0 fir r#£0.

r2sin?9 Or

Damit ist auch fv V-EdV =0.

Berechnen wir nun das Oberflachenintegral iiber eine Kugelflache S |,
die den Ursprung erhalt, dann ist 7 = €, , also E -7 = % und das

Flachenelement ist dA = r?sin? dddy .

Folglich ist [ E-fidA= [o Zr?sind didy = 4mq .

Die Nichtgiiltigkeit des Gaulschen Satzes riihrt daher, dass durch die An-
nahme einer punktformigen Ladung im Ursprung eine Singularitat vorliegt.
Diese kann allerdings durch die "richtige” Berticksichtigung der Punkt-
ladung beseitigt werden.



Ersetzen wir die Punktladung durch eine kleine, homogen geladene Kugel
V' vom Radius R , deren Gesamtladung ¢ sei. Dann herrscht auflerhalb
dieser Kugel weiterhin das Feld E(7) = %€, .

Innerhalb der Kugel hat das elektrische Feld hingegen die Form
E(r) = &é, .

Dort gilt V- E = g 19887" ( 2sin 19) % und somit ist

[V -Edv =3 [-dV = 4nq .

Auflerhalb der geladenen Kugel liefert das Volumsintegral keinen Beitrag,
und damit ist das Volumsintegral iber ein beliebiges, die geladene Kugel
enthaltendes Volumen stets 4mwg . Dies ist genau der frithere Wert des
Oberflachenintegrals.

Bemerkung. Eine elegante Moglichkeit, Punktladungen zu behandeln,
ist durch die Verwendung der Diracschen Deltafunktion moglich.

Folgerung. Fiir ein Skalarfeld & und ein Vektorfeld F gelten
) fV V<I>(x1, 9, 563) dV = fS(V) CID(xl, 9, SUg)ﬁ dA

—

) fVV X ﬁ(xl,xg,xg) dV = fs(v)ﬁ X F(x1,x9,23) dA

Beweis.

zu (1): Sei @# 0 ein beliebiger konstanter Vektor. Wegen V - (@®) =
a- Vo erhalten wir

Q- [, VO dV = [,V (@) dV = [y, @) i dA =a [y, o7 dA

Folglich ist @ | [, V& aV — [y, @7 dA} =

Weil @ beliebig ist, gilt damit (1) .

u (2

): Sei wiederum a # 0 beliebig und konstant. Mit
V- (Fxd)=a- (VxF) und #-(Fxad)=a-(@xF) giltdann

—

G- [, (VxF)dV = [,V-(Fxad)dV =

3



—

= fS(V) n-(Fxad) dA=a fs(v) (7 x F) dA und weiters

@ | (VX F)av = [, (7 x F) dA] =0

Daraus folgt (2). O

Beispiel. Betrachte ®(z1,x9,23) = 12923 und das von den Fliachen
F=(x1,/16 — 22, 23) , 23=0, 23=5, 11 =0, 29 =0
begrenzte Volumen (ist das Viertel eines Zylinders).

Mit V& = (z9w3, 173, 122) und Einfiihrung von Zylinderkoordinaten
erhalten wir

5 /2 4 T3p 81 800/3
[y Vedv = [ [ [»p T3P0 COS P dpdpdxs = | 800/3
23=0 ¢=0 p=0 0% sin ¢ cos ¢ 160

Nun berechnen wir fS(V) o1 dA .

Auf den Flachen z; =0, 29 =0, x3 =0 verschwindet ® und damit
auch das Integral.

Auf der Viertelkreisfliche z3 =5 ist 7 = (0,0,1) . Mittels Zylinderkoor-
dinaten gilt

4 7/2 0 0
fS(V) brixann dA= [ [ Bp*cospsing | 0 | pdedp = 0
p=0p=0 1 160

Auf 23+ 23 =16 ist 77 = (cosip,sinp,0) . Ferner ist

Ferner ist dA = 4dpdx; und & = 16x3sinpcosep . Damit ist

5 7/2 COS
[ [ 16xgsinpcosp | sing |4depdrs =



5 /2 sin ¢ cos? ¢ 800/3
= [ [ 64a3 [ sinpcosy |dpdrs= | 800/3 | . O
x3=0 p=0 0 0

Nun betrachten wir (zumindest) zweimal differenzierbare Funktionen w,v
und die Identitaten

V- (uVv)=Vu-Vo+ulv , V- (vVu)=Vuv-Vu+vAu

Differenzbildung ergibt uAv —vAu =V - (uVv —vVu) .

Mit F = uVv — vVu erhalten wir mit Hilfe des GauBschen Satzes den
sogenannten Integralsatz von Green :

[ (WAv —vAu) dV = fs(v) (uVv —oVu) -1 dA



