Der e-Tensor

Der e-Tensor im R” ist ein Tensor mit den Werten —1,0,41 , der
antisymmetrisch bei paarweiser Vertauschung von zwei Indizes ist (also
das Vorzeichen andert).

Im R? besitzt er die Darstellung
+1 (i,j,k) ist gerade Permutation von (1,2,3)

ek =14 —1 (i,j,k) ist ungerade Permutation von (1,2,3)
0 sonst, i.e. zwei Indizes sind gleich
(Dabei heifit eine Permutation (i1,79,...,%,) von n Elementen gerade

(bzw. ungerade), wenn sie durch eine gerade (bzw. ungerade) An-
zahl von paarweisen Indexvertauschungen in die natiirliche Permutation
(1,2,...,n) ibergefiihrt werden kann)

Da es 3! =6 Permutationen von 3 Elementen gibt, hat der e-Tensor im
R3 sechs nichtverschwindende Elemente

€193 = €231 = €312 = +1, €130 = €213 = €391 = —1

Wie man durch leicht verifiziert, kann man den e-Tensor auch als Deter-
minante schreiben

01; 015 O1x
€ijk = | 02; 025 Oop
03; 035 O3

Mit Hilfe des e-Tensors konnen verschiedene Vektoroperationen, wie etwa
das Vektorprodukt oder die Rotation, dargestellt werden.

Das Vektorprodukt ¢ = a x b von zwei Vektoren a = (aq,as,a3) und
b = (b, b9, b3) ist bekanntlich

c1 = agbs — azby = €193a2b3 + €132a3b2
co = asby — a1bs = €213a103 + €231a30;

c3 = a1by — azb; = €312a109 + €321a20;



Zusammengefasst kann dies als
¢; = €;1a;bp  (Summenkonvention !) geschrieben werden.

(Man sieht auch, dass diese Grole durch zweifache Verjiingung des Tensors
5. Stufe €;jzanb,, entsteht.)

Der Rotor kann analog gebildet werden.

. o _ da
c=rota=V xa entspricht ¢ = ¢€;0;a1, = Ez’jk%l; )

wobei die Schreibweise 0;a;, = % verwendet wurde.
J

Betrachten wir nun den Ausdruck a x (b x ¢) = (dy,ds, d3) . Dann ist

di = €ijraj(b X €)= €x0;(€pmbiCm) = €ijik€Lma;bicm -

Der Ausdruck €;r€xm = €ijr€mr entsteht durch Verjiingung des direkten
Produktes zweier e-Tensoren.

Wir schreiben zuerst das Produkt von zwei e-Tensoren mit Hilfe der De-
terminantendarstellung an.

01i 015 O1k || Ou Otm O1n
€ijk€imn = | 02i 025 Ok || 021 O2m O2p
03; 035 O3k || 031 O3m O3y

In der ersten Determinante vertauschen wir Zeilen und Spalten (Wert der
Determinante éndert sich dabei nicht) und verwenden weiters den Deter-
minantenproduktsatz detA detB = detAB .

01; 02 O03i || 0 O1m O1n 0t Oim  Oin
51]’ 52]' (533' 62l 52m 5271 = 5]' 5]' 5jn
01 02k O3k || 031 O3m O3y Okt Okm Okn

Dabei verwendeten wir, dass 01;01; + 09;09; + 03,031 = 0xi0x = i1 -

Wird nun mit n = k verjingt, erhalten wir

0ji Ojm 9 51 Gim

Okt Okm  Okk

= 5i15jm - 5im5jl = €ijk€imk




Somit gilt fiir a x (b x ¢) = (dy,ds,d3) , dass
di = €ijk€rim@;ibicym = (010jm — dim0j1)a;bicy, =

= ilamblcm — 5imajbjcm = bi(amcm) — cl-(ajbj)

Daraus folgt sofort, dass a x (b x c) =b(a-c)—c(a-b)

Bemerkung. Wegen der Invarianz beziiglich der zyklischen Vertauschung
der Indizes erhalten wir

eijkay;bjck = ijibjck&i = ekijckaibj =
a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb)

Bemerkung. Beider Verwendung der Summenkonvention mufl man auch
aufpassen. So ist etwa

0ii =3 ;g =9 , Oilir, = 0i =3

Weitere Beziehungen.
(i) €ijk€imk = %i10jm — 0imdj1  (siehe vorher)
(11) 6ij5jk = 6zk
Beweis. 5ij5jk = (52'1(5% + 52'25%; + 52353]{; .

Istnun i =k =1 dannist d;;0;, =1=10; .
Analog fir i=k=2 und 1=k=3.

Ist 1=14#k,dannist 6 =0 und somit 0;;0;, =0 = 0 .
Analog fir 2=4¢#k und 3=1#k.

(iii) Verjiingung von (i) liefert

€ijk€ljk = 5il5jj - 5z'j5jz = 305 — 0;1 = 20y

(iV) €ijk€ijk = 6

Bemerkung. Sei ¢, ein e-Tensor und ¢, ein symmetrischer Tensor.



Zweimalige Verjingung von €;;;t;, liefert
Cijktjk = —€ikjtjn = —€injlhy = —€ijktjk

Zum Schlufl wurden die Indizes k <> 7 umbenannt. Daraus folgt dass
€ijrtik =0 .

Analog gilt fiir einen in den Indizes 4,j symmetrischen Tensor ¢;; = dass

€ijktij.. =0 .



