
Differenzialoperatoren und Tensoren

Die Elemente eines Tensors können auch Funktionen (man spricht dann
auch von einem Tensorfeld, in der Physik werden Tensorfelder oft auch
als Tensoren bezeichnet) sein, und auch Differenzialoperatoren. Die An-
wendung eines Differenzialoperators beeinflusst dabei den Charakter eines
Tensors in typischer Weise.

Der Gradient eines Tensorfeldes nullter Stufe (also eines Skalarfeldes) ist
ein Tensorfeld erster Stufe (ein Vektorfeld). Durch Anwendung des Dif-
ferenzialoperators wird die Stufe um 1 erhöht.

Die orthogonale Transformation R = (rij) führe die x1, x2, x3 Koordi-
naten in die x′1, x

′
2, x

′
3 Koordinaten über, i.e.

x′i = rijxj bzw. xj = rijx
′
i

Betrachten wir nun den Gradienten einer Skalarfunktion

Φ(x1, x2, x3) = Φ(x1(x
′
1, x

′
2, x

′
3), . . .) , dann gilt
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Daraus ist sofort das Transformationsverhalten eines Tensors 1. Stufe er-
sichtlich.

Nun sei b(x1, x2, x3) ein ortsabhängiger Vektor, i.e. ein Vektorfeld. Dann
ist
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Dies wiederum entspricht genau den Transformationseigenschaften eines
Tensors 2. Stufe.
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Diese Überlegungen können analog verallgemeinert werden und so findet
man beispielsweise

∂g′ij
∂x′

k
= rirrjsrkt

∂grs
∂xt

Die Bildung der Divergenz kann im Sinne der Tensoranalysis als einmalige
Verjüngung eines Tensors zweiter Stufe betrachtet werden,

∂ibj → ∂ibi

Bei der Bildung des Rotors wird ein Tensor 5. Stufe zweimal verjüngt,

ϵijk∂mbn → ϵijk∂jbk

Mit Hilfe des ϵ-Tensors kann man dann etwa für ∇× (a× b) zeigen,

ϵijk∂j(a× b)k = ϵijk∂j(ϵkmnambn) = ϵijkϵmnk∂j(ambn) =

= (δimδjn − δinδjm)(bn(∂jam) + am(∂jbn)) =

= δimbj(∂jam)− δjmbi(∂jam) + aiδjn(∂jbn)− ajδin(∂jbn) =

= (bj∂j)ai − bi(∂jaj) + ai(∂jbj)− (aj∂j)bi

Dies bedeutet, dass

∇× (a× b) = (b · ∇)a− b(∇ · a) + a(∇ · b)− (a · ∇)b

Bemerkung. Man beachte, dass hier Differenzialoperatoren auftreten,
die auf bestimmte Größen wirken. Daher darf man keine Vertauschungen
vornehmen, die diesen Zusammenhang stören.

Beispiel. Wir betrachten das Vektorfeld b = r
r2 × a , wobei a ein

konstanter Vektor ist.

Dann ist bi = ϵijk
xjak
xlxl

und

∂ibi = ∂i(ϵijk
xjak
xlxl

) = ϵijk(∂ixj)(
ak
xlxl

) + ϵijk(xjak)∂i(
1

xlxl
) =

= ϵijkδij(
ak
xlxl

)− ϵijk(
xjak
(xlxl)2

)(2xpδip) = −2ϵijk(
xixjak
(xlxl)2

) = 0
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(weil ϵijkδij = 0)

Folglich ist divb = 0 .

Bei der Bestimmung des Rotors von b erhalten wir für die m-te Kompo-
nente des Rotors

ϵmni∂n(ϵijk
xjak
xlxl

) = ϵmniϵjki∂n(
xjak
xlxl

) =

= (δmjδnk − δmkδnj)ak[(∂nxj)(
1

xlxl
) + xj(∂n(

1
xlxl

))] =

= (δmjδnk − δmkδnj)ak[δnj(
1

xlxl
)− xj(

2xpδnp
(xlxl)2

)] =

= (δmjan − δnjam)[(
δnj
xlxl

)− (
2xnxj

(xlxl)2
)] = −2

xm(apxp)
(xlxl)2

Folglich ist rotb = −2ra·rr4 .
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