Differenzialoperatoren und Tensoren

Die Elemente eines Tensors konnen auch Funktionen (man spricht dann
auch von einem Tensorfeld, in der Physik werden Tensorfelder oft auch
als Tensoren bezeichnet) sein, und auch Differenzialoperatoren. Die An-
wendung eines Differenzialoperators beeinflusst dabei den Charakter eines
Tensors in typischer Weise.

Der Gradient eines Tensorfeldes nullter Stufe (also eines Skalarfeldes) ist
ein Tensorfeld erster Stufe (ein Vektorfeld). Durch Anwendung des Dif-
ferenzialoperators wird die Stufe um 1 erhoht.

Die orthogonale Transformation R = (r;;) fithre die 1,9, 23 Koordi-
naten in die 2, x5, z% Koordinaten iiber, i.e.
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Betrachten wir nun den Gradienten einer Skalarfunktion

O(x1, w9, x3) = P(21(2], 24, 25%),...) , dann gilt
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Daraus ist sofort das Transformationsverhalten eines Tensors 1. Stufe er-
sichtlich.

Nun sei b(xi,z9,x3) ein ortsabhéngiger Vektor, i.e. ein Vektorfeld. Dann
ist
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Dies wiederum entspricht genau den Transformationseigenschaften eines
Tensors 2. Stufe.



Diese Uberlegungen kénnen analog verallgemeinert werden und so findet
man beispielsweise
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Die Bildung der Divergenz kann im Sinne der Tensoranalysis als einmalige
Verjiingung eines Tensors zweiter Stufe betrachtet werden,

Bei der Bildung des Rotors wird ein Tensor 5. Stufe zweimal verjlingt,
€ijkOmbn  —  €;10;by,

Mit Hilfe des e-Tensors kann man dann etwa fiir V x (a x b) zeigen,
Eijkaj(a X b)k = Eijkﬁj(Ekmnambn) = Eijk‘emnkjaj(ambn) =
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= (b;0;)a; — bi(9;a;) + a;(0;b;) — (a;0;)b;
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Dies bedeutet, dass
Vx(axb)=(b-V)a—b(V-a)+a(V-b)—(a-V)b

Bemerkung. Man beachte, dass hier Differenzialoperatoren auftreten,
die auf bestimmte Groflen wirken. Daher darf man keine Vertauschungen
vornehmen, die diesen Zusammenhang storen.

Beispiel. Wir betrachten das Vektorfeld b = 5 x a , wobei a ein
konstanter Vektor ist.
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Dann ist b; = €, ajx’“ und

0ibi = Oi(eijntyr) = €ijr(0iry) (75) + eiji(wjar)0; (9:1111) =
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(Well Eijkéij = O)
Folglich ist divb =0 .
Bei der Bestimmung des Rotors von b erhalten wir fiir die m-te Kompo-

nente des Rotors
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Folglich ist rotb = —2r27.



