Ko- und kontravariante Darstellung

Physikalische Sachverhalte sind vom verwendeten Koordinatensystem un-
abhangig. Sehr oft ist es sinnvoll, sie in verschiedenen Koordinatensyste-
men darzustellen. Bereits erwahnt wurden kartesische Koordinaten, Zylin-
derkoordinaten, Kugelkoordinaten etc. Wichtig ist dabei auch die Beschrei-
bung des Wechsels von einem Koordinatensystem zum anderen. Eine weit-
ere damit zusammenhangende Frage ist die nach der mathematischen Form
von Invarianten, das sind Groéflen, die sich beim Wechsel des Koordinaten-
systems nicht andern.

Ein sehr einfacher Fall eines Wechsels von einem Koordinatensystem zu
einem anderen wire etwa eine Translation (Verschiebung). Ein weiterer
bereits erwahnter Fall ist die Drehung eines kartesischen Systems um eine
Achse durch den Ursprung. Dieser Ubergang wird durch eine orthogonale
Transformation beschrieben.

Allgemeinere Transformationen liegen vor, wenn man von einem kartesis-
chen oder krummlinigen System zu anderen solchen Systemen iibergeht.

Betrachten wir nun zwei Koordinatensysteme, ein u-System und ein v-

System, wo die Koordinaten mit Symbolen mit hochgestellten Indizes beze-

ichnet werden : u',u?,u3, ... bzw. o', 0203, ...

(Diese Schreibweise hat sich in den hier zu diskutierenden Sachverhalten als
glinstig erwiesen. Allerdings gilt es dabei, die Verwechslung mit Potenzen
zu vermeiden. )

Eine Transformation im 3-dimensionalen Raum hat in dieser neuen Nota-
tion die Form

vl = fiut,u?ud) , i=1,2,3
mit der Umkehrtransformation

uf = hE(t 02 e?) , k=1,2,3

Wenn wir die Differenzierbarkeit der v* und «* annehmen, ist wegen der
Umkehrbarkeit die Jacobi-Determinante ungleich Null.
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Damit kann beispielsweise dann auch die Beziehung zwischen den Differ-
entialen ausgedriickt werden (Summenkonvention)

dv' = %duk

Im besonderen kann auch der Ortsvektor mit Hilfe der beiden Koordinaten
u' oder v' dargestellt werden.

r = r(ul, u? u?) = r(vh 02 v3)

Das totale Differenzial des Ortsvektors kann daher auf beide Arten geschrieben
werden,

dr = Zdu' + Zdu® + Zdu® = Zdu'  (Summenkonvention)

dr = P5dv' + Zdv? + P5dv® = Sdu’
Mit vorher ergibt sich

or 3.k __ _ Or g0 _ Or O gk
Wdu =dr = de = 5 8u,fdu

und mittels Koeffizientenvergleich

Or _ Or 9
ouk — Ovt Ouk

Bemerkung. Durch % werden die Tangentenvektoren an die Koordi-

natenlinien der u* definiert,

% = he,e  (hier keine Summation iiber k)

Folglich erhalten wir

_ Or __ Or ot __ g Ot
hueewr = g5 = gy g = Mo gurev

und damit die Beziehung der Tangentenvektoren zwischen den u*-Koordinaten
und den v'-Koordinaten.

Die Vektoren e, und e, bilden (siche vorher) jeweils ein Basissys-
tem, wenn sich die entsprechenden Koordinatenlinien in jedem Raumpunkt
unter einem Schnittwinkel « # 0 schneiden.

Verzichtet man darauf, normierte Einheitsvektoren als Basisvektoren zu



haben, kann man statt der Vektoren e, bzw. e, auch die Vektoren

% bzw. 885,- als Basisvektoren verwenden.

Diese Basis heifit die kontravariante Basis und der von ihr aufgespannte
Vektorraum heifit der Tangentialraum.

Anschaulich kann man sich den Tangentialraum an einem Punkt auch
vorstellen als aufgespannt durch die Menge aller Tangenten zu beliebigen
Kurven durch den betrachteten Punkt. Die Dimension ist dabei durch die
Anzahl der linear unabhangigen Richtungen gegeben.

Bemerkung. Der Begriff des Tangentialraums spielt bei sogenannten
"differenzierbaren Mannigfaltigkeiten” eine wesentliche Rolle.

Eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein Raum, welcher
lokal (!) wie eine offene Menge des R" “aussieht” (d.h. lokal kann
jeweils ein n-dimensionales Koordinatensystem eingefiihrt werden). Dabei
sind die Koordinatentransformationen auf jeweils zwei sich tiberlappenden
offenen Mengen des R" durch in beiden Richtungen stetig differenzierbare
Abbildungen gegeben.

Beispiele fiir 2-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten waren etwa
die Kugeloberflache oder der Torus. Man beachte, dass es fiir diese Raume
kein globales Koordinatensystem gibt (in dem Sinne, dass diese Rédume
global nicht wie eine offene Menge des R? aussehen).

In der Relativitatstheorie werden 4-dimensionale differenzierbare Mannig-
faltigkeiten untersucht (Raum-Zeit-Kontinuum).

Ein Tangentialvektor A hat in der Basis der u"-Koordinaten die Form

_ Alor 2 Or 30r _ Aior
A=A Oul A Ou? A 8u3_A8ui

mit den Komponenten A’. Auch hier sind die Indizes hochgestellt. Dabei
handelt es sich allerdings um Vektorkomponenten und nicht um Koordi-
naten.

Diese Komponenten heiflen kontravariante Komponenten und A ein
kontravariantes Vektorfeld.

Dieses wird, wie gleich erwahnt wird, durch seine Transformationseigen-



schaften unter Koordinatentransformationen charakterisiert. Daneben gibt
es noch Vektoren mit tiefgestellten Indizes (kovariante Komponenten) mit
anderen Transformationseigenschaften.

Beziiglich der Transformationseigenschaften der kontravarianten Kompo-
nenten zeigt sich

_ AiOr __ piOr Ok ik \ or _ Ak Or
A_Aaui_A(%kaui_<A6ui>8v’f_A81}’“'

Also sind  AF = ng Al = ok A" die Komponenten von A im System der
v-Koordinaten.

Bemerkung. Die Summenkonvention wurde hier etwas modifiziert. Zu-
vor wurde tiiber einen Index summiert, der jeweils einmal hochgestellt und
einmal tiefgestellt vorkommt. Dieses Schema ist typisch fiir die Schreib-
weise mit kontravarianten und kovarianten Indizes.

Beispiel. Wir betrachten zwei Koordinatensysteme u!',v?> und v!,v?,

wobei r = (u! + 2u? u!') = (v!,3v?)  (hier keine Potenzen !)

Dann ist u' =30v?, u? = (v' — 3v?) und

vt = ul 4 2u? 02=%u1.

oue (3= (% 3)(5) () (i) ()

Wir erhalten 25 = (1,1) , &% = (2,0), 2% = (1,0), 2% = (0,3)

oul — v o

Hat nun ein (Tangential)Vektor A im wu'u?-Koordinatensystem die Kom-
ponenten Al =5, A% = 1 | dann ergibt sich fiir die Komponenten im
v'v?-System

Al =P AL A2 =1 .542.1=7

12 _ Ov? g1 Ov? 42 _ 1 _5
A=A 4 A2=1.54+0-1=3



(7,5) = g

Man tiberpriift sofort A = A’ aazfi = BRD

Im Kapitel iiber Basissysteme krummliniger orthogonaler Koordinaten
wurde eine weitere Darstellung fiir die Basisvektoren mittels des Gradien-
ten angegeben. Umgeschrieben auf die Notation mit hochgestellten Indizes
lautet diese Relation

e, = h,Vu'  (hier keine Summation iiber 7 !)

Bei allgemeinen (also i.a. nicht orthogonalen) Koordinaten wird die Rich-
tung der Gradientenvektoren nicht immer mit den Richtungen der Tan-
gentialvektoren (den g;;i ) ibereinstimmen. Man hat in diesem Fall dann
zwei unterschiedliche Basissysteme.

Verwendet man nun als Basisvektoren Vu' bzw. Vo', dann bezeich-
net man diese Basis als kovariante Basis . Diese unterscheidet sich im
allgemeinen von der kontravarianten Basis.

Bemerkung. Die kovariante Basis spannt den Dualraum zum Tangen-
tialraum auf. Aus diesem Grund sagt man auch, dass die beiden Basen
dual zueinander sind (weil sie zueinander duale Raume aufspannen).

Ein Vektor A hat bzgl. der kovarianten Basis die Form
A = A1Vu1 + AQVUZ + A3VU3 = szul

(Die Komponenten eines Vektors in der kovarianten Basis werden mit
tiefgestellten Indizes gekennzeichnet)

Beispiel. Im zuvor besprochenen Beispiel driicken wir die Koordinaten
u' und u? zuerst durch kartesische Koordinaten = und y aus.

Dann ist u!' =y und u? = i(z —y) .

Die Basisvektoren des kovarianten Systems werden nun durch die Gradi-
enten bestimmt.

Vul = (%Lx’ aaiy) =(0,1) , Vu? = (%Lm’ %Ly) - (%’ N

)
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Hier unterscheiden sich also die kontra- und die kovarianten Basisvektoren.

Nun untersuchen wir die Transformation der Komponenten in der kovari-
anten Basis.

Zur Erinnerung: Beim Ubergang auf das Basissystem der v’-Koordinaten
transformierten sich die kontravarianten Komponenten von A mittels

A . . k
AP =afA" mit of = g“i
u

Sei nun A = A;Vau! + AVu? + AsVud = A, Vol + Ay Vo? + A3Ved

ou’ ou’ ovt + ol ov? + o’ ov3
o Tigm  uom Onon
T u’ _ u' Jv u' v u' Qv _
Alvu o AZ Oxo o AZ ovt 837% + o2 8;16% + ov? 835% o
ou’ ou’ dv' + ou' dv* + ou' dv°
O3 ol Bz 02 O3 Ov3 O3

= A; 20Vl + A28 V0? + A28V

Damit ist A = A1Vu1 + A2V’LL2 —+ A3VU3 —
= Al%VUl + Alg—Z;VUQ + Alg—%Vv?’Jr
+A2 Vv + Az Vol + Ag V1)3+

+A3 v +A3‘§“2Vv —i—Ag VP

Folglich ist Ak = A1g—ﬁ + AQ ‘|‘ AS@ = BlZgAZ mit 5!@ - %

Die Grofien oz aZi und Bk ;‘k transformieren also Vektoren zwischen
den Verschledenen Koordinatensystemen. Offenbar gilt

m k_aumauk_aum_(;m (5m

oy = Grss = S =0 m ... Kroneckersymbol)

Wir erhalten weiters

Al =al A" = BIA = Biaf A" =i A" = A’



Zusammengefasst:

Al=BIAT | Al=alAl | A;=ald; | A;=plA

Durch das direkte Produkt zweier Vektoren (Tensoren 1. Stufe) entsteht
ein Tensor 2. Stufe. Man kann hier wie zuvor vorgehen und kovariante

und kontravariante Komponenten von Tensoren zweiter und hoherer Stufe
bilden,

T = A'BF

Fiir das Transformationsverhalten vom wu-System zum v-System ergibt
sich dabei

kontravariante Komponenten: 7% = A'B* = alaf A'B™ = aiak T™™

kovariante Komponenten: Tzk = fllf)’k = Bfﬁ,?Ale = Bfﬁ}chzm

Es sind auch gemischte Darstellungen moglich, bei denen sich die Kompo-
nenten entsprechend der Position der Indizes transformieren,

T,@ = A'B, = QB AB,, = aif T

Bemerkung. Es handelt sich hier immer um die Komponenten ein- und
derselben physikalischen Grfle. Es wird nur der diese Grofle beschreibende
Tensor unterschiedlich dargestellt.

Die Stufe des Tensors entspricht dabei immer der Gesamtzahl seiner nicht-
verjingten Indizes. Nach der hier verwendeten Konvention, die Summa-
tion nur jeweils auf ein Paar bestehend aus einem kovarianten und einem
kontravarianten Index anzuwenden, kann man nur gemischte Tensoren
verjungen.

TP — T/=S oder T/* — T = Ak
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Beispiel. Der Ausdruck S = A'B; ist ein Skalar. Dabei sind die A’
kontravariante und die B; kovariante Komponenten von Vektoren A und
B im wu-System.

Beim Koordinatenwechsel in das v-System erhalten wir



S = Akék = (&fAz)(ﬁliBl) = OéfﬁlchzBl = 5ZZAZB1 = AZBZ =5

Das auf diese Art definierte ”Skalarprodukt” bleibt also invariant!

Bemerkung. Der e-Tensor (auch mit mehr als drei Indizes) wird als
kontravarianter Tensor behandelt eFhz-Fn

Wie kann man nun aus den kontravarianten Komponenten eines Vektors
die kovarianten Komponenten (und umgekehrt) bestimmen ?

Die gesuchte Beziehung hat die Form
Dabeiist g¢;; der so genannte metrische Tensor (oder auch Mafltensor).

Er hat zwei kovariante Indizes, und einer davon ”zieht” gleichsam den
kontravarianten Index A’ nach unten.

Dieses Verhalten soll nun fiir alle Tensoren gelten, i.e.

gijTjk = Tf oder gz-jT,g =T}, oder gijTjk = T,f; etc.

Angewandt auf den metrischen Tensor selbst, muss es daher den metrischen
Tensor auch mit zwei kontravarianten Indizes oder auch mit einem kovari-
anten und einem kontravarianten Index geben. Wir erhalten

gjzgkl = gf = gik:gjlgkl = gz‘kgf = Gij -
Weiters ist
g = gikg,i folglich gi = 5‘,1 = gijgjk = gF =oF .

Als Matrix betrachtet ist der kontravariante metrische Tensor also die in-
verse Matrix des kovarianten metrischen Tensors.

Bemerkung. FEin invarianter Ausdruck kann mit Hilfe des metrischen
Tensors offenbar auch folgendermafien geschrieben werden:

A'A; = g7 AjA; = g AV A

Daraus sieht man auch, dass der metrische Tensor symmetrisch ist.



Das Quadrat des totalen Differenzials der Bogenlange ist ein invarianter
Skalar und hat daher in jedem System denselben Wert.

(05 = di e = () () = (35 §5) ot

Setzen wir g¢;; = (% : %) = (eyi - €yi)hyihy |

dann stellt sich durch direkte Rechnung heraus, dass die geforderten Eigen-

schaften erfiillt sind und wir auf diese Weise den metrischen Tensor ermit-
telt haben.

Damit gilt also (ds)* = g;jdu’du’ .

Fiir orthogonale Systeme ist e, -e,; = d;; und der metrische Tensor wird
diagonal.

Folglich (ds)? = h%(du')® . Bei nicht-orthogonalen Systemen wird es
Mischterme geben.

Beispiel. Als System der w-Koordinaten nehmen wir das kartesische

Basissystem, also u' = z' . Die kontravariante Basis der ngi wird dann

durch die kanonischen Einheitsvektoren e; gebildet.
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Fir das ov-System wahlen wir Zylinderkoordinaten p,¢ und z° und

erhalten in diesem Fall fur die kontravarianten Basisvektoren % :

COS —psin @ 0

or __ : or __ or __
p Sin @ » B P COS Y ) O3 0
0 0 1

Der metrische Tensor fiir das kartesische System ist die Einheitsmatrix
(gij = 6;;) und fur das (ebenfalls orthogonale) System der Zylinderkoordi-
naten

0
2
0

gij =

o O =
—_— O O

Bemerkung. In der speziellen Relativitatstheorie haben die Vektoren
vier Komponenten, eine fiir die Zeit und drei raumliche. Im Falle einer



"flachen” Raum-Zeit kann der metrische Tensor als Diagonalmatrix mit
den Komponenten

geschrieben werden. Diese Metrik heifit auch die Minkowski Metrik.
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