VEKTORANALYSIS — SOMMERSEMESTER 2010

BLATT 1: SATZ VON TAYLOR, EXTREMWERTE,
IMPLIZITE FUNKTIONEN

Aufwirmbeispiele

Aufwérmbeispiele dienen dazu, Thnen grundlegende Begriffe und Rechenfertigkeiten in Erinne-
rung zu rufen. Das Rechnen dieser Beispiele ist nicht verpflichtend, aber es hilft Thnen bei der
Bewiltigung der (schwierigeren) Ankreuzbeispiele.

1. Gradient: Bestimmen Sie den Gradienten der Funktion f: R?® — R,

y sin z

flz, y, z) =2”e

2. Klassifizierung von Extrema fiir Funktionen R — R: Betrachten Sie eine (allgemein
gehaltene) beliebig oft differenzierbare Funktion f: R — R an einer Stelle zy. Begriinden
Sie mit dem Satz von Taylor die folgende Regel:

Ist die Ordnung n der ersten nichtverschwindenden Ableitung gerade, so liegt an xq ein
Extremum vor, und zwar ein Mazimum fir £ (zo) < 0 und ein Minimum fir £ (zq) >
0. Ist hingegen die Ordnung n der ersten michtverschwindenden Ableitung ungerade, so
liegt an xqo kein Extremum vor.

Tllustrieren Sie die verschiedenen Fille durch einige Beispiele.
3. Definitheit von Matrizen: Rufen Sie sich Definition und Bedeutung der Begriffe posi-

tiv/negativ (semi)definit und indefinit in Erinnerung und untersuchen Sie die folgenden
Matrizen auf Definitheit:

_3 0 1
4 4

1 0 2 1
A—<0 _1>, B—<1 2), C= o -1 0
1 0 -3
4 4

4. Extremwerte quadratischer Formen: Finden Sie durch Nullsetzen des Gradienten alle
kritischen Punkte der folgenden Funktionen f;: R? — R und untersuchen Sie dort jeweils
die Definitsheiteigenschaften der Hesse-Matrix:

filz, y) =2 + 97, folz, y) = 2* — ¢, fs(z, y) = —2® —y?

Liegen an diesen Stellen Extrema vor, und wenn ja, welche?

5. Bestimmung von implizit gegebenen Funktionen: Bestimmen Sie jeweils eine stetige

Funktion y;, i = 1,2, 3,4 mit D(y;) = [—1, 1], die die Gleichung

2’ +yi(r) =1 (1)
erfiillt und die folgenden Werte annimmt:
1 1 1 1
- = —, R — = -, ]_ :0, _]. :0
(57 w0 =
Ist die Wahl von y; jeweils eindeutig?

Leiten Sie aus (1) eine Differentialgleichung fiir y; her und bestimmen Sie mittels dieser
Differentialgleichung y’l(%), yé(—%), y5(1) und yj(—1).



Ankreuzbeispiele

Die folgenden Beispiele kénnen zu Beginn der Ubungseinheit angekreuzt (bzw. in Ausnah-
mefillen schon davor in ausgearbeiteter Form abgegeben) werden. Fiir jedes angekreuzte Beispiel
erhalten Sie einen halben Punkt bis zu einem Maximum von 18 Punkten fiir das gesamte Se-
mester. Per Zufall wird ausgewéhlt, wer welches angekreuzte Beispiel an der Tafel vorrechnet.
Konnen Sie ein von Thnen angekreuztes Beispiel nicht vorrechnen', so werden Ihnen 2" Kreuze
aberkannt, wobei n die Zahl der Beispiele bezeichnet, die von Thnen bereits davor in diesem
Semester nicht nicht préisentiert werden konnten.

1. Satz von Taylor im Mehrdimensionalen: Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiter
Ordnung der Funktion f: R™ x R — R

fx, y) =¥
mit Entwicklungsmitte o = yo = 1 und ermitteln Sie damit ndherungsweise den Wert von

(V0.95).

2. Extremwerte im Mehrdimensionalen: Bestimmen und klassifizieren Sie alle Extrema
der Funktion f: R? — R,

2

flx,y) = (x2 — 1)2 e V.

3. Extrema mit Nebenbedingungen: Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der Lagran-
ge’schen Multiplikatoren alle Extrema der Funktion f: R? — R,

fla,y) =2 +y°
unter der Nebenbedingung
glz,y) =32° +4y> = 5=0.
Klassifizieren Sie die Extrema und geben Sie eine geometrische Interpretation des Beispiels.

4. Hauptsatz iiber implizite Funktionen und implizites Differenzieren: Zeigen Sie,
dass sich die Gleichung

flz, y) =2’y —zy>.

an der Stelle z = 1, y = 1 nach y auflosen lisst und bestimmen Sie y'(1) sowie y”(1).

!Beim Vorrechnen ist es nicht zwingend erforderlich, dass die priisentierte Losung richtig ist. Es muss aber
erkennbar sein, dass Sie sich mit dem Beispiel ernsthaft beschéftigt haben.



