VEKTORANALYSIS — SOMMERSEMESTER 2010

BLATT 7: KRUMMLINIGE KOORDINATEN; GRADIENT,
DIVERGENZ UND ROTOR

Aufwirmbeispiele

Aufwirmbeispiele dienen dazu, Thnen grundlegende Begriffe und Rechenfertigkeiten in Erinne-
rung zu rufen. Das Rechnen dieser Beispiele ist nicht verpflichtend, aber es hilft Thnen bei der
Bewiltigung der (schwierigeren) Ankreuzbeispiele.

1. Mehrdimensionale Integrale: Bei Flichenintegralen ist es hidufig notwendig, an jedem
Punkt der Fliche die Richtung eines Vektors in Bezug auf die Fliache zu beriicksichtigen.
Das kann z.B. dann wichtig sein, wenn der Vektor eine Stromung beschreibt. Dass Integral

/ dAT - F (7w, )
beschreibt so einen Fall. Dabei ist 7 der Einheitsnormalenvektor auf das Fliachenelement
dA (die GroBe idA = dA bezeichnet man als vektorielles Flachenelment).

Bestimmen Sie dA fiir Kugelkoordinaten.

2. Krummlinige Koordinaten: Wie sieht der Laplace-Operator in einem allgemeinen or-
thonormalen Koordinatensystem aus?

3. Divergenz und Rotor: Veranschaulichen Sie sich den Unterschied zwischen (A - V) und

(V- A).

Ankreuzbeispiele

Die folgenden Beispicle kénnen zu Beginn der Ubungseinheit angekreuzt (bzw. in Ausnah-
meféllen schon davor in ausgearbeiteter Form abgegeben) werden. Fiir jedes angekreuzte Beispiel
erhalten Sie einen halben Punkt bis zu einem Maximum von 18 Punkten fiir das gesamte Se-
mester. Per Zufall wird ausgewéhlt, wer welches angekreuzte Beispiel an der Tafel vorrechnet.
Koénnen Sie ein von Thnen angekreuztes Beispiel nicht vorrechnen!, so werden Thnen 2" Kreuze
aberkannt, wobei n die Zahl der Beispiele bezeichnet, die von Ihnen bereits davor in diesem
Semester nicht nicht présentiert werden konnten.

1. Mehrdimensionale Integrale:
a) Der mit dem Temperaturfeld 7" verkniipfte Teilchenstrom der Sonne hat die Form:
F = —kVT(z1,32,13), mit  T(x1,x2,23) =25 + 25+ 25 und k=1

Berechnen Sie den Wirmestrom (senkrechter Durchsatz des Vektorfeldes) durch eine
Kugeloberfliche mit r = 1.

'Beim Vorrechnen ist es nicht zwingend erforderlich, dass die prisentierte Losung richtig ist. Es muss aber
erkennbar sein, dass Sie sich mit dem Beispiel ernsthaft beschéftigt haben.



b) Finden Sie die Masse m einer Kugeloberfliche S mit dem Radius R, sodass in jedem
Punkt (z,y,2z) € S die Massendichte p gleich dem Abstand zu einem fixen Punkt
7o = (0,0, R)T € S ist.

(Es gilt somit also p = |7 — 7| mit (z,y,2) € Sund m = [[dAp).

2. Krummlinige Koordinaten: Die stationire Schriodingergleichung zur Beschreibung der
(quantenmechnischen) Rutherfordstreuung besitzt die Form

— A+

h? Z1Zoe?
21 r

) v = Bu )

wobei A, j1, Z1, Zo, e und E Konstanten? sind und r = |7] gilt.

Driicken Sie diese Gleichung in parabolischen Koordinaten (&, 7, ¢) aus, welche durch
Tl = @cosgb, Ty = @sinqb, T3 = 6%77,

gegeben sind.

3. Divergenz und Rotor: A(7) und B(F) seien zwei wirbelfreie Felder. Zeigen Sie, dass in
diesem Fall A x B divergenzfrei ist.

Berechnen Sie weiters fiir die Wahl

"éf = (1"2'2;7 yZS’ _31:y)T7 é = (y2a —Yz, 2$)7 ¢ = 21'2 +yz

zumindest drei der folgenden Ausdriicke:

a) A (Vo) b) (4-V), ) (4-V)B.
d) B(A-V), e) (V-A)B.

4. Divergenz und Rotor in krummlinigen Koordinaten: Zeigen Sie, dass die parabo-
loidischen Koordinaten {u, v, ¢} mit

T = UV COoS @, =uvsing, z= (u2—v2),

N

ein orthonormales Koordinatensystem bilden. Berechnen Sie anschlieBend die Divergenz
und den Rotor der Funktion
w402 w40

ff(u,v, @) = ” €y — ” €y + UVPEy

in diesen Koordinaten.

21 ist das reduzierte Planck’sche Wirkungsquantum (i = h/27), p ist die reduzierte Masse, e ist die Elemen-
tarladung, Zie bzw. Zse entsprechen der Ladung des gestreuten Teilchens bzw. der Ladung des Atomkerns und
E ist die Gesamtenergie. ¥U(7) ist die sogenannte Wellenfunktion, mehr dazu lernen Sie in den Vorlesungen zur
Quantenmechanik.



