VEKTORANALYSIS — SOMMERSEMESTER 2010

BLATT 10: KURVEN- UND OBERFLACHENINTEGRALE,
INTEGRALSATZE, VIERDIMENSIONALES

Aufwirmbeispiele

1. Mehrfache Differenzialoperatoren: Rechnen Sie fiir ein zweimal stetig differenzierba-
res Vektorfeld V' die Beziehung
divrotV =0

explizit nach. (Hinweis: Das kann auch in Indexschreibweise erfolgen.) Welche Folgerungen
kann man mit dem Satz von Gauf} fiir Integrale der Form ggﬁ}. rot V - dA ziechen?

2. Spezialfall fiir das Flidchenelement: Zeigen Sie, dass, wenn sich eine Fliche in der
Form z = z(z, y) schreiben ldsst, das Oberflichenelement die Form

Rz
dA == | 2, | d(z,y)
—1

hat. (Das Vorzeichen ist je nach gewiinschter Orientierung der Fliche zu wihlen.)

3. Integralsiitze: Uberlegen Sie, welche der Integrale in den Ankreuzbeispielen 1 bis 4 durch
Integralsitze verkniipft sind und benutzen Sie diese Zusammenhénge zum Abkiirzen bzw.
zur Kontrolle Threr Rechnungen.

Ankreuzbeispiele

1. Kurvenintegral: Die beiden Flichen

Fi:22=a2>+4% 2>0 und
Fo:z=1-2x2—2y>

schneiden sich in einer Kurve C. Geben Sie fiir diese Kurve eine geeignete Parametrisierung
an und bestimmen Sie fiir das Vektorfeld

V=@-y—2)é,+(x+y+z)e,+ryze,

ygV-ds.
c

2. Oberflichenintegrale: Gegeben sind die drei Flachenstiicke

das Kurvenintegral

Fro22=a?+4%0<2<
]};:z:l—2x2—2y2,

~ 1
}—;—:2257 $2+y2§



die jeweils so orientiert sind, dass die z-Komponente des Normalenvektors positiv ist (an-
gedeutet durch das hochgestellte +). Bestimmen Sie fiir

V=@-y—2)ée,+(x+y+z)e,+ayze,

und R =rot V die Oberflichenintegrale

/ V.-dA und /+R-dA, 1=1,2,3.
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. Volumsintegrale: Die beiden Flachenstiicke
]}1 :22:x2+y2, 0<z<
J’Eg:z:1—2:cz—2y27

begrenzen einen Korper B. Bestimmen Sie dessen Volumsinhalt Vg sowie das Integral

///B 2+ 2) (2,7, 2).

. Oberflicheninhalt und Fliisse: Die beiden Flachenstiicke

1

Fr:22=a22+4% 0<z< und

ﬁg:z:1—2x2—2y2,

begrenzen einen Korper B. Bestimmen Sie dessen Oberflicheninhalt sowie den Fluss der
Vektorfelder

V=@-y—2)é,+(x+y+z)é,+ayze,
und R = rot V durch dessen Oberfliche (Normalenvektor nach aufien gerichtet),

V.dA und R -dA.
0B OB

. Vierdimensionale Kugelkoordinaten: Fiihren Sie im R* vierdimensionale Kugelkoor-
dinaten ein, in denen ein Punkt & € R* durch den Radialabstand r = \/ x% + :c% + x% + :1:?l
und drei Winkel beschrieben wird. (Hinweis: Zerlegen Sie @ in die Projektion in den 1-2-3-
Unterraum und die Projektion auf die 4-Achse. Beschreiben Sie den 1-2-3-Anteil in drei-
dimensionalen Kugelkoordinaten und fassen Sie anschlieflend beide Projektionen durch
Einfiihren einer weiteren Winkelvariablen zusammen.)

Bestimmen Sie fiir die vierdimensionalen Kugelkoordinaten die Basisvektoren, die metri-
schen Koeflizienten und das Volumselement. Wie kénnte das Oberflichenelement fiir eine
Hyperkugel mit Radius R,

o3+ a4 ad 42t = R?,

aussehen? Bestimmen Sie den (vierdimensionalen) Hypervolumsinhalt V4(R) und (drei-
dimensionalen) Hyperoberflicheninhalt A4(R) dieser Hyperkugel. Durch welchen Zusam-
menhang sind V4(R) und A4(R) verkniipft?



