VEKTORANALYSIS — SOMMERSEMESTER 2010

BLATT 11: PARAM. VON KURVEN UND FLACHEN,

KRUMMLINIGE KOORDINATEN,
KURVEN- UND OBERFLACHENINTEGRALE

Aufwirmbeispiel

1. Wegunabhingigkeit und Potenzial: Wie lauten die Bedingungen fiir die Wegunabhéngig-
keit von Kurvenintegrale in zwei, drei und allgemein n Dimensionen? Wie sind Kurvenin-
tegrale iiber konservative Felder und die zugehotrigen Potenziale dieser Felder verkniipft?

Ankreuzbeispiele

1. Parametrisierung von Kurven und Flichen: Finden Sie fiir zumindest eine der nach-
folgend angegebenen Kurven bzw. Flichen eine moglichst einfache Parametrisierung. Be-
stimmen Sie den Tangentenvektor an die Kurve bzw. den Normalvektor der Fldche:

(a) Schnittkurve der Kugel 2® + y? + 2% = J mit der Ebene z + 2 = 1
(b) Fliche, die entsteht, wenn die Kurve

t
xr = 0 , teR
t

um die z-Achse rotiert.

(c) Fliche, die entsteht, wenn die Kurve

um die z-Achse rotiert.

2. Vektorfelder und Differenzialoperatoren in krummlinigen Koordinaten: Stellen
Sie in mindestens einem der folgenden Féllen das Skalarfeld ® und das Vektorfelder V' im
jeweils angegebenen Koordinatensystem dar (d.h. insbesondere soll das Vektorfeld in der
Form V =V, &,, + Vi, ey, + Vs €y, geschrieben werden) und bestimmen Sie grad @, A®,
rot V sowie div V:

(a) in Zylinderkoordinaten:

2

¢ —xy
O(x) = xyz und V(z)=[2*+zy
x2z
(b) in Kugelkoordinaten:
2 2 -y
O(x) = xyz und Vi(x)= _rAy x



(c) in parabolischen Koordinaten (vgl. Aufgabe 7.4):

T = UV COoS @, Yy = uvsin g, z=

() = 2° +y* + 22 und Vi(z) =

N/ 22 +y2

3. Kurven und Kurvenintegrale in der Ebene:

Parametrisieren Sie die drei rechts dargestellten Kurven C1, Cy und Cs, Yy

die jeweils den Anfangspunkt (2,0) und den Endpunkt (0,3) haben:

a
w

e (: zwei Geradenstiicke entlang der Achsen
Cih X )

e (9: Verbindungsstrecke

e ('3: Geradenstiick mit anschlieBendem
positiv orientiertem Viertelkreis

Ry

Bestimmen Sie die Kurvenintegrale

/ v . ds, i=1,2,3,
C;
flir zumindest eines der folgenden Vektorfelder:
2 2
(1) _ Yy (2) _ 2xy” + 2xy + 2
Vi) (xy2> ’ V() <2x2y+x2 +1 )7

(3).%' _ 1 xr— 2
Ve e e <y—3>

. Kurven und Kurvenintegrale im Raum: Eine Kurve C verbindet die Punkte (1,0, 0)
und (0,0, 2) auf folgende Weise:

e von (1,0,0) nach (0,1,0) in einem Viertelkreis,
e von (0,1,0) nach (0,1,1) mit einem Geradenstiick,
e von (0,1,1) nach (0,0, 2) in einem Viertelkreis

Skizzieren Sie die Kurve, geben Sie eine (nicht notwendigerweise durchgehende) Parame-
trisierung an und bestimmen Sie zumindest eines der beiden Kurvenintegrale

I = / {2?yzdz + zy2 dy + zy2* dz},
c

I, = / {xem%y2 dz + yemzﬂ/2 dy + zdz} .
c

. Kurven- und Oberflichenintegrale: Bestimmen Sie fiir das Vektorfelder

3

V= 2%

CCQZ

mindestens eines der folgenden Integrale iiber eine geschlossene Kurve bzw. Fliche:

(a) Integral von V entlang der Schnittkurve von 22 + 22 = 1 mit der Ebene y = 2.
(b) Fluss von V durch die nach aufien orientierte Kugelfliche 2 + 32 + 22 = 4.



