Uneigentliche Integrale

b
Bislang betrachteten wir Riemann-Integrale [ f(z)dx unter den Voraus-

setzungen, dass a,b endlich waren und f beschriankt auf [a,b] .

Wir suchen nun Erweiterungen des Riemann-Integrals (falls moglich) auf
unbeschrankte Integrationsintervalle bzw. auf unbeschrankte Funktionen.

Definition. (Uneigentliche Integrierbarkeit)

1) Sei —oo <a<b<+oo. f heifit uneigentlich integrierbar auf |[a,b)
, wenn [ auf jedem Intervall [a, B] C [a,b) R-integrierbar ist und der
Grenzwert

-

lim ff(a:)dx = [ f(z)dzx existiert.

B—=b—, a

Hier ist also die obere Grenze b eine ”kritische Stelle”. Es konnte etwa
b= +o00 sein oder lin% f(z) =00 .
T—

2) Sei —oo<a<b< +oo. f heifit uneigentlich integrierbar auf (a, b
, wenn f auf jedem Intervall [A,b] C (a,b] R-integrierbar ist und der
Grenzwert

lim fbf(x)dx: fbf(az)dx existiert.
A

A—>a+ a+t

3) Sei —oo<a<b<+4o0o. f heifit uneigentlich integrierbar auf (a,b)
, wenn fir ein ¢ € (a,b) die Funktion f auf (a,c] und auf [c,b)
uneigentlich integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

c

[ f)de = [ f@ydo+ [ f)d

a+

4) Sei f auf (a,b) bis auf endlich viele Stellen ¢y, co,...,c, erklért.
Dann heifit f uneigentlich integrierbar auf (a,b) , wenn f auf (a,c)
, (c1,¢9) ..., (cn,b) uneigentlich integrierbar ist und wir setzen



b

J f(z)dz = Tf( da:+ff )dz + ... + Cf"f(x)dx+j+"f(x)dg;

a a+ (,+
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5) Sei f(x) auf [a,b] bis auf die Stelle ¢ € (a,b) erklart. Existiert

c—¢ b
gn{ [ fa)da+ [ f(w)dx} ,

c+e

dann heifit dieser Grenzwert Cauchy-Hauptwert .

Bemerkungen.

(i) In 3) kann ¢ beliebig gewahlt werden.

(ii) Aus der Existenz des Cauchy-Hauptwertes folgt i.a. nicht die Existenz
b

des uneigentlichen Integrals [ f(x)dx , weil im allgemeinen

b
shino f f(z dx+giin() fb f(z dx;éhm{ff dx—l—ff(x)dx}.
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(iii) Ist f R-integrierbar auf [a,b] , dann auch uneigentlich integrierbar
auf (a,b) .

Beispiele.
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1) Betrachte [% . Fir 0<A<1 gilt
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Daraus folgt, dass lim [ 4z genau dann existiert, wenn a < 1 .
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Also fg—ﬁ:ﬁ fir a<1.
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2) Betrachte [% . Fir B>1 gilt
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Daraus folgt, dass Blim 1l Z—f genau dann existiert, wenn o > 1.
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Damit f%:ﬁ fir a>1.
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dx . .
3) Betrachte ofm . Fir 0<B<1 gilt

Ein wichtiges Kriterium zur Bestimmung der Konvergenz eines uneigentlichen

Integrals ist das Vergleichskriterium. Wir betrachten es fiir uneigentliche
d
Integrale vom Typ [ f(x)dz (andere Typen analog).

Satz. (Vergleichskriterium)

Die Funktionen f und g seien R-integrierbar auf jedem Intervall [a, B] C
[a,b) und es gelte 0 < f(z) < g(z) auf [a,b) .

b- b-
Existiert [ g(z)dz , dann auch [ f(z)dx und es gilt

-

.
[ flx)dz < [ g(z)dx .

a

B B
Beweis. Die Funktionen F(B) = [ f(z)dz und G(B) = [ g(x)dz sind
auf (a,b) monoton wachsend und es gilt



-
0< F(B)<G(B) < Blinél G(B) = [ g(z)dz .
-0 a
Da F(B) monoton wachsend ist und wegen vorher auch nach oben
beschrankt ist, existiert Blinbl F(B) und es gilt
e

jbf_f(.r)dx = lim F(B) < lim G(B) = j:g(x)dx . O

" B—b— " B—b~ o

Beispiel. Wir betrachten das frithere Beispiel betreffend die Lange des

Einheitskreisb LBP) = [—%_  +c0,1).
inheitskreisbogens L(PyP,) of\/@ x € [0,1)

1
Weil \/1152 < \/1175 und weil | % existiert, existiert nach dem Vergle-
0

1
ichskriterium auch [ de = und stellt damit die Lange des Einheitskreis-
0 VI=¢

bogens im 1. Quadranten dar.



