Differenziation von Vektoren

Im Zuge der Behandlung der Grundlagen der Vektoranalysis werden wir -
wenn nicht anders erwihnt - in erster Linie Vektoren im R® betrachten.
Zahlreiche Uberlegungen und Ergebnisse konnen allerdings auf einen be-
liebigen R" iibertragen werden.

Von besonderer Bedeutung sind dabei Abbildungen
. R%RB ) tHf(t) = (xl(t),.fg(t),fg(t))
g R?) — R ) (xl,xg,ﬂfg) = @(x17x27x3)

. Fi(z1, 9, x3)
) R3 — R3 , (xl,xg,xg) — F(f) = FQ(xl,J?Q,xg)
F3(x1, 22, 23)

Der erste Fall kann als Definition einer Raumkurve interpretiert werden
(wobei der Parameter ¢ sehr oft die Zeit darstellt).

Im zweiten Fall spricht von oft von Skalarfeldern, d.h. einem Punkt eines
raumlichen Bereiches wird eine Zahl (Skalar) zugeordnet.

Im dritten Fall spricht von oft von Vektorfeldern, d.h. einem Punkt eines
raumlichen Bereiches wird ein Vektor zugeordnet.

Ein Beispiel fiir ein Skalarfeld ware etwa die momentane Temperaturverteilung
in einem raumlichen Bereich, ein Beispiel fiir ein Vektorfeld das momentane
Geschwindigkeitsfeld der Teilchen einer Stromung.

Verwenden wir die kanonischen Basisvektoren
e1 = (1,0,0) , e =(0,1,0) , e5 =(0,0,1) im R3

dann kann eine Raumkurve bzw. ein Vektorfeld auch in der Form

—

ZL’(t) = $1(t)51 + x2<t>52 -+ 5L’3(t)€3 bzw.
ﬁ(f) = Fi(x1, 22, v3)€1 + Fo(x1, 22, 23)€2 + F3(21, T2, 73)€3
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geschrieben werden.

Die Differenziation von Vektoren kann nun komponentenweise definiert
werden.

— N . Z(t+h)—2
FE(t) = E(t) = lim T = (fai(8), faa(0), fras(t) =

= (@1(t), 22(t), 23(t)) = @1(t)ey + 22(t)E + 23(t)e3
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Ein klassisches Beispiel in diesem Zusammenhang ist die Bestimmung von
Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Teilchens.

Beschreibt 7(t) = (21(¢), x2(t), x3(t)) den Ort eines Teilchens bzgl. der
Zeit t , dann ist durch

T(t) = 7(t) = (@1(t), io(t), 23(t)) die Geschwindigkeit, und durch
a(t) = 0(t) = (#1(t), &2(t), i5(t)) die Beschleunigung gegeben.

Wichtige Rechenregeln.

(a) Sei c(t) eine Skalarfunktion und A(t) = (Ay(t), As(t), As(t)) .
Dann ist c(t)A(t) = (c(t)Ay(t), c(t) As(t), e(t) As(t)) . Weil

() Ai(t)) = é(t) Ai(t) + c(t)Ai(t) gilt offenbar

4(e(t) A1) = ) A(t) + c(t)Alt) .

(b) Seien A(t) = (Ay(t), As(t), As(t)) und B(t) = (By(t), Ba(t), Bs(t)) .
Dann st A(t) - B(t) = Ay (t)By(t) + Ay(t) Bo(t) + As(t)Bs(t) und

D(A(t) - B(t)) = A1) Bi(t) + Ay(t) Bu(t) + As(t) Ba(t) + As(t) Ba(t)+
d

—

+A3(t)By(t) + As(t) By(t) = A0 . Br) 4 Ar) - 450
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Also (A1) - B(1) = 452 - B(t) + Al) - G2

Folgerung. Sei A(t) ein Vektor konstanter Linge.
Dann ist A(t) - A(t) = c... const. Damit ist 2A(¢) - A(t) =0, i.e.

ff(t) 1L A(t) (ff(t) und A(t) stehen senkrecht aufeinander).

Beispiel. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes mit konstanter
Geschwindigkeit v = |¢] # 0 auf einer Kreisbahn (wobei der Mittelpunkt
im Ursprung liegt).

Wir legen ein Koordinatensystem so, dass die Kreisbahn in der x;z9-Ebene
liegt, i.e. 7(t) = (z1(t), z2(t),0) .

Wegen 7-7=r2...const. ist ¥ -0 =0.
Wegen @7 =v?...const. ist 7-a=0.
Mit 7 7 =0 folgt, dass 4(7-0)=0-0+7-ad=0 bzw. 7 d=—0v>.

Weil 1 v und v L d mul ¥= \d sein.
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Wegen —v? =7-a = \a? gilt A\ <O0.

Aus 7-a = |F]|@|cosa folgt Aa®? = |Ma?cosa , und damit ist cosa = —1
,le. a=1.

Wegen |r]]d@| = v? gilt schlieflich a = 1;—2 :



