Linien- und Oberflachenintegrale

Bei den fritheren eindimensionalen Integralen wurde in der Regel entlang
eines Intervalls einer Koordinatenachse integriert.

Bei einem Linienintegral wird der Integrationsweg nun entlang einer
Kurve durchlaufen. Dabei gibt es mehrere Formen.

Sei C' eine Kurve (bzw. ein Kurvenstiick), s die Bogenlange,
®(x1,x9,r3) eine Skalarfunktion (i.e. ein Skalarfeld) und

—

F(z1,x9,23) eine Vektorfunktion (i.e. ein Vektorfeld).

Ist ¥ ein Ortsvektor, dann bezeichnet d¥ den Vektor d = (dxy, dxs, dx3)
(die Komponenten sind also die Differenziale der Komponenten des Ortsvek-
tors).

Ist Z(t) eine Parametrisierung der Kurve C' | dann ist offenbar

AT = (&1dt, @odt, 25dt) = Z(t)dt und

ds = \/@? + @3 + @3 dt . Die GroBe ds heifit Linienelement.

Folgende Formen von Linienintegralen konnen nun auftreten.

tq
[ (1, 29, m3)ds = [ ®(m1(t), 3o(t), z3(t))\/3F + 43 + 43 dt € R

to

. fc Fl(ﬂfl,fL’Q,xg)dS
fC F(a:l,xg,xg)ds = fC Fg(xl,l'g,wg)ds € R3
fc F3(xq, xo, x3)ds

Jo ®(x1, 29, x3)day
Jo ®(z1, w9, 23)dT = | [, P(1, T2, x3)dxs und
fC (p(l'l, x2, xg)dﬂjg



tq
Jo ®(x1, 29, x3)dr; = [ ®(x1(t), 22(t), 3(1)) 2 (t)dt
to
fC ﬁ($1,$2,$3) - dx =
= [o Fi(x1, z9, x3)dwy + [ Fo(wy, w9, x3)dws + [, F3(w1, 22, v3)das =
= fC’ F1($1,$2,x3).ib1dt+ fC Fg(x1,$2,$3>$'2dt+ fC’ Fg(xl,xg,xg).ftgdt =

_ [ E@EW) - #ar

to

Bemerkungen.

1) Die Berechnung der Bogenldnge eines Kurvenstiicks C' ist selbst ein
Kurvenintegral

L= [, ®(x1, 2, 23)ds mit Pz, 29, 23) =1
2) Man beachte, dass beim Kurvenintegral
| .
Jo F(x1, 0, 3) - dT = [ F(Z(t)) - Z(t)dt
to

der Integrand durch den Anteil von F (1, 22,23) in Richtung des Tan-
genteneinheitsvektors gegeben ist.

3) Das bekannteste Beispiel aus der Physik fiir ein Linienintegral ist die
geleistete Arbeit einer Kraft entlang eines Weges. Dieses ist durch

gegeben.

Beispiel. Man bestimme die Arbeit bei der Wirkung der Kraft
F(21, 29, 23) = (2329, 22,0) entlang der Parabel

my=x7, 23=0, 0<x; <1. (Beachte, dass auch 0 <xy <1)



p 4 .2
Fi(x1, o, x3)dry = 2i09dr) = 2idry , Fy(21, T9, 3)dTo = X5d27
; | 1,1 _ 8
oA 2 _1_,.1_38

Der vorliegende Weg kann auch durch Z(t) = (¢,t2,0) , 0 < t < 1
beschrieben werden.

Dann ist Z(¢) = (1,2t,0) und F(z1(t), 22(t), z5(t)) = (¢*,t4,0) .
F(z1(t), zo(t), 23(t)) - Z(t) = t* + 215

| 1
Somit ist W:Of(t4+2t5)dt: (§+§))0 =35

Beispiel. Man bestimme [, ®(z1, 2, x3)ds, wobei die Kurve C' durch
t — (cost,sint,0) , 0 <t < m gegeben ist und P(x1,z9,23) = 1 + 29
ist.

r1 = —sint , 9 =cost , 3 =0, also \/a'c%—l—.jtg—l—:tgzl
Damit ist [, ®(x1, x9, 23)ds = [ (cost + sint)dt =
0

= (sint — cost) |y =2 .

Analog zum Begriff des Kurven- bzw. Linienintegrals kann nun auch
ein Oberflachenintegral definiert werden, bei dem jeder Punkt auf der
Oberflache durch eine Funktion ”gewichtet” wird.

Fiir eine Flache O mit Parameterdarstellung #(u,v) und eine Skalar-
funktion ®(xy,z9,x3) fihrt dies zu

[[ ®(x1, 29, 23)dA = [[ ®(z1(u,v), z2(u, v), x3(0,v)) |Zy X Zy| dudv
) B

Hier ist also (formal) das Flachenelement dA = |¥, X @,|dudv .

Beispiel. Wir betrachten die Kugeloberflache einer Kugel mit Radius

3



R und Mittelpunkt im Ursprung, und integrieren darauf die Funktion
@(xl,xgﬂﬁﬁ ::x%%—x%.

Unter Verwendung von Kugelkoordinaten erhalten wir eine Parameter-
darstellung

(e, ) = (Rsind cos ¢, Rsind sin ¢, Rcos) der Kugeloberflache,
wobeli 0 < p <27 und 0< 9 < 7.
Des weiteren ist ®(z1, 29, 73) = 22 + 2% = R?sin?9 und

|7, X Ty| = R*sind .

2t
Folglich ist [[ ®(z1,29,23)dA = [ [ R%*sin*9R?sinddddp =
o p=09=0
2r 7 s
=R [ [ sin®9dddp =27 R [ sin®9dy =
=0 9=0 9=0

=2 R* [ 1(3sind — sin39)dd = ”TR4 [—3cos ¥ + %005319]“; =
9=0

=TEB -5 (=3+3)] ="

Neben Skalarfunktionen kann man auch vektorwertige Funktionen (Vek-
torfelder) tiber Fléchen integrieren. Héufig ist es dabei notwendig, die
Richtung der Flachennormalen zu berticksichtigen.

Dies tritt etwa bei einem Integral der Form [[ F(xy, 2, 23) - idA auf.
0

Der Vektor 77 ist dabei der Einheitsnormalenvektor der Flache. Bei
einer Parametrisierung der Fldche mittels Z(u,v) ist dann

1

> Ty XT,
M= e -
Den Ausdruck idA = dA  bezeichnet man auch als vektorielles

Flachenelement und ist (bei gegebener Parametrisierung) offenbar
dA = 7dA = (%, x &,)dudv ,
wodurch obiges Integral in der Form [ F (21, 29, x3) - dA geschrieben
o)



werden kann. Es liefert als Ergebnis eine skalare Grofe.

Bemerkung. Das Integral [f F(x1,x9,23) - 1dA beschreibt etwa den
)

sogenannten "Fluf3” (” Anzahl der Feldlinien”) des Kraftfeldes F durch
die Oberflache.

Die Richtung der Flachennormalen ist nicht eindeutig festgelegt und hangt
von der Parametrisierung ab. In der Regel bezeichnet man den Vektor, der
von einem konvexen Flichenteil (etwa einer Kugeloberflache) weg zeigt, als
"nach auflen gerichtet”. Bei einer gegebenen Parametrisierung ist daher
jeweils zu uberpriifen, ob der Normalenvektor "nach auflen” weist.

Weitere Formen von Oberflachenintegralen sind

gf dA x ﬁ($1,$2,$3) = fo (@ X Ty) X ﬁ(wl(u,v),xg(u,v),xg(u,v))dudv

gf O(1, w9, 73)dA = éf O (21, (u, v)xo(u,v), x3(U, v)) (T, X Tp)dudv

welche als Ergebnis Vektoren haben.

Beispiel. Betrachte das letzte Integral mit ®(x1,z9,73) = 2% + 23
beziiglich eines Zylindermantelteils welcher durch

T(p,x3) = (Rcos, Rsing,x3) , 0 <o <7, 0<x3<5 parametrisiert
ist.

Dann ist #, = (—Rsing, Rcosg,0) , &, = (0,0,1) .

dA = (T, X Z,,)dpdrs = (R cos @, Rsin g, 0)dpdrs und

@(a:l,xg,xg) = l’% + l’% = R2 .

Wir erhalten

+ 5 Rcosp 0
[ | R*| Rsing |dedzz=10R?| 1
p=023=0 0



Bemerkung. Ist eine Flache in der Form x3 = f(x1,22) gegeben und
werden z; und 2, als Parameter gewahlt, erhalten wir

T(xy1,x2) = (21, 29, f(21,22)) sowie

1 0 — fas
fxl X fl’g — 0 X 1 - _f.’EQ
fwl f$2 1

Damit ist 77 = o= oy D) und dA = \/1 + fx21 =+ 2 dridxs = dz1dxsy

I+ 412, 2 €571

Analoge Darstellungen erhélt man fiir die Félle x; = f(x9,23) bzw.
xy = f(x1,23) -

Beispiel. (Oberfliche von Drehkoérpern)

Wir betrachten ein Kurvenstiick xz3 = f(z1) , a <27 < b in der xjxs3-
Ebene.

Die Flidche, die bei Rotation dieser Kurve um die x;-Achse entsteht,
kann mittels  Z(z1,9) = (x1, f(z1)sing, f(z1)cosp) , 0 < ¢ < 27
parametrisiert werden.

Dann ist dA = |T,, X Bp|dride = f(z1)\/1 + [f'(z1)]2dz1dep .

b
Als Oberflidche erhalten wir 27 [ f(z1)\/1 + [f/(x1)]?dxy .



