Krummlinige Koordinaten

Einige Koordinatensysteme im R? haben wir bereits kennengelernt :
xr1,T9, 23 ... Kartesische Koordinaten
r,o,x3 ... Zylinderkoordinaten

r,o,9 ... Kugelkoordinaten

Sind andere Koordinaten wuq,us,u3 gegeben, sodass wir die kartesischen
Koordinaten x1,x9,x3 als Funktionen von wq,us,u3 schreiben konnen,
l.e.

x1 = x1(Uy, ug, u3) , To = xo(uy,uz,usg) , xr3 = xr3(u1, us, us) ,

dann konnen wir umgekehrt (lokal) die u; durch die z; ausdriicken, wenn
die Jacobi-Determinante verschieden von Null ist, d.h.
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Fixieren wir einen Punkt (ul,uY,uJ) , dann erhalten wir drei Kurven

durch diesen Punkt, indem wir zwei Koordinaten festhalten und die dritte
als Kurvenparameter nehmen. Dies sind die Koordinatenlinien durch
diesen Punkt.

x1<u17ug7ug) xl(u(1)7u27ug>
Fluy) = | xo(ug, ul, ud) (ug) = | wo(ul, ug, ud)
x3(u17 ugvug) x3(u(1)7u2>ug)
xl(u(l)vugau?))
7d(u3) - .’EQ(U?, u87u3)
:L‘3(u(1),ug,U3)

Wenn sich die Koordinatenlinien in jedem Punkt jeweils paarweise im
rechten Winkel schneiden, spricht man von rechtwinkeligen oder auch
von orthogonalen Koordinaten.



Die Tangenteneinheitsvektoren in einem Punkt 7y = (u?, u),u3) ergeben

sich durch
= —— _ 1 or : _
;| = ey » . mit Ay, =

T By Oui F=F,

or
8ui

Die Vektoren e, ,ey,, ey, hangen von wuj,us,us ab und haben daher im
allgemeinen eine vom Ort abhangige Richtung. Dies ist bei kartesischen
Koordinaten nicht der Fall.

Beispiel. Gelte 77 = u? , z9 = ugus , r3 = ujuy . Also ist
1> ’

¥= | wus | . Wir betrachten den Punkt P mit v =us =ug=1.

u? 1 1
mu) =1 1 , Tlug) = | we |, T(ug) = | ug
Uy U9 1
Weiters ist
2uq 0
P P P

Bemerkung. Fiir orthogonale Koordinaten gilt €, - €,, = d;; , 4,j =
1,2,3. Die Vektoren ¢&,,,¢,,,¢,, bilden eine (orthogonale) Basis des R?
und da diese Vektoren auch Einheitsvektoren sind, spricht man von einer
Orthonormalbasis.

Des weiteren spricht man von einem Rechtssystem (oder einer rechtshéndigen
Basis), wenn gilt : €, X €, = €y, , €y, X €yy = Eyy , €uy X €y, = €y

Beispiel. (Zylinderkoordinaten)



21(p; ) pCos @
r=| x(p,p) | =| psing mit
T3 T3

0<p<oo, 0 p<2r, —00 < x3 < +00
Die Umkehrung ist durch p = /2% + 23 , p = arctan (i—i) gegeben.

Die Koordinatenlinien sind

p cos @
e 7(p)=| psingg ... eine von der z3-Achse in der Hohe zi im

0
L3

Winkel ¢y ausgehende Halbgerade

po COS @
o (p)=| posine ... ein Kreis mit Radius po in der Hohe =9

0
L3

Po COS ¥
o 73(x3) = | posingy ... eine Gerade von x3 = —oo bis +oo bei

I3
Po, $o

Die normierten Basisvektoren in einem Punkt (p, ¢, x3) sind

COS
=g, = | sing (h,=1)

0

—sinp
A I N USD

0
A 0 ) (=)

Die Zylinderkoordinaten sind damit offenbar orthogonale Koordinaten, und
die Vektoren €,,¢€,,e,, bilden ein Rechtssystem.



Beispiel. (Kugelkoordinaten)

x1(r, 0, ) rsin v cos @
= x2(r,d,0) | = | rsindsing mit
x3(r, ¥, p) rcos v

0<r<oo, 0971, 0<p< 27

Die Umkehrung ist durch

2, .2
r{+x5

r= /27 + 13+ 2}, 9= arctan 72 5 ¢ = arctan (i—j) gegeben.

Die Koordinatenlinien sind

o 7i(r) = 7(r,9,p9) ... eine Halbgerade vom Ursprung in Richtung
Do, ¢o -
o (1Y) = (ro,¥,p) ... ein Langenkreis mit Radius 7y in der Ebene

durch die x3-Achse im Winkel ¢y zur xix3-Ebene.

o 73(p) = 7(ro,v,¢) ... ein Breitenkreis mit Radius rgsind, parallel
zur x1xo-Ebene.

Die normierten Basisvektoren in einem Punkt (7,9, ¢) sind

sin ¢ cos @
> 107 _ S, _
€ =73 = | sinvUsing (h, =1)
cos v
cos v cos
> _ 107 _ : _
€9 =755 = | cosvUsing (hy =)
—sin
—sinp
S 107 _ .
€o =10, = | cosy (hy = rsind)
0

Die Kugelkoordinaten sind damit ebenfalls orthogonale Koordinaten, und
die Vektoren ¢, éy, €, bilden ein Rechtssystem.



Sobald wir eine Basis in einem Vektorraum haben, konnen wir die Vektoren
des Vektorraums als Linearkombination der Basisvektoren darstellen.

Im Falle einer orthonormalen Basis (hier im R3) gilt offenbar

-t — — — —t — 1 — or
F=F,e, +F,e,+F.,, = F,=F¢,= hu_F . 3;

Beispiel. Der Ortsvektor 7 ist in der kartesischen Basis durch # =
T1€1 + X969 + x3€3 dargestellt, hat also die Komponenten 1,9, 23 .

In der Basis der Zylinderkoordinaten ist = r,€, + ry€, + 7,6, mit

r,=1"-€,=(pcosy, psing,xsz) - (cosy,sing,0) = p
r,=17"-€, = (pcosy,psinp,xs) - (—sinp,cosp,0) =0

Ty = T €x3 - (pCOS gO,pSngD,ZU?,) ) (O’O’ 1) =3

Also 7= pé, + x3€,,

Beispiel. In Kugelkoordinaten ist 7= (7 sin ) cos ¢, 7 sin 9 sin ¢, r cos )
und damit offenbar (siehe vorher) = ré, .

(Die Koeffizienten von €y und €, sind Null).

Beispiel. Wir bestimmen die Komponenten des Vektors F = (z3,0,0)
im Basissystem der Kugelkoordinaten.

F.=F-& = (rcosd,0,0) - (sind cos ¢, sind sin o, cos ) =

= rsin ¥ cos v cos ¢

Fy=F.¢ = (rcosd,0,0) - (cos ) cos ¢, cos ¥ sin p, —sin}) =

= rcos’V cos ¢

F,=1F-€,=—rcosysiny

Beim Differenzieren von Vektoren (in allgemeinen krummlinigen Koordi-
naten) ist nun zu beachten, dass nicht nur die Komponenten, sondern auch



die Basisvektoren differenziert werden miissen.

7 3 oz oF s (OF, - 7 %
—; w;Cu; = a—uj—Z Ju; Cui T Fuigy

7 =1

Ahnliches gilt fiir die Differenziation nach anderen Parametern.

Beispiel. Man bestimme aus dem Ortsvektor 7(¢) durch Ableitung nach
der Zeit den Geschwindigkeitsvektor o(t) .

Im Falle kartesischer Koordinaten sind die Basisvektoren konstante Vek-
toren und deren Ableitung verschwindet. Man braucht also nur die Kom-
ponenten nach ¢ ableiten.

Betrachten wir nun Zylinderkoordinaten. Hier gilt

u(t) =7(t) = %(pe} + T3€,,) = PE, + pE, + T3€y, + T3€y,

Die Ableitung eines Einheitsvektors steht senkrecht auf diesen und ist
damit eine Linearkombination der beiden anderen Vektoren. In unserem

Fall gilt

—

€, = €, , €, =0 und folglich #(t) = pé&, + ppé, + i3éy,

Beispiel.  Beschreiben wir die Bewegung eines Punktes durch einen
zeitabhéngigen Ortsvektor 7(¢) in Kugelkoordinaten, so gilt

) =r(nF = (1) =) = r(t) 5 + 500

Da dd;TJ_a gilt, mufl dd—gg” durch €y und e, darstellbar sein.

Tatséchlich gilt dde;’" = V&) + sin Ve, und damit ist

3(t) = e 4 r(t)déy + r(t) sinvpe, baw.

U(t) = 7€, + 1y + rsin Vpé,, .

Bemerkung. Die Komponenten eines Vektors sind immer bezogen auf
ein zuvor definiertes Basissystem.

Der Vektor @ habe in der kartesischen Basis €1, €y, €3 die Darstellung



a = bx1€1 + Dxofy + Dr3€es .

Dann sind 5z1, 5x9,bx3 die Komponenten von a bzgl. der kartesischen
Basis.

Diese Komponenten (bzgl. der kartesischen Basis !) konnen auch durch
Kugelkoordinaten ausgedriickt werden.

S5r1 = brsinvcosy , bry = brsindsiny , Sry = 5rcosv

Wahlen wir nun die Basis der Kugelkoordinaten ¢, €y, €, , dann gilt
a = dre, .

Die Komponenten von a bzgl. der Basis der Kugelkoordinaten sind also
or,0,0 .

Diese Komponenten konnen wiederum durch kartesische Koordinaten aus-
gedriickt werden, namlich durch 5\/ x? + 23+ 13,0,0 .

Als nachstes untersuchen wir die Form von V& , V - A , VX A , also
Gradient, Divergenz und Rotation fiir orthonormale Basissysteme.

e Gradient. V&(uy,us,us)

3
Vo => (V®d),e, , wobei (V®),. zu bestimmen sind.
i=1

3
o, B}

= Zl 37‘13321 = V(21 (ur, ug, ug), x2(us, uz, ug), x3(ur, ug, ug)) - 5=
]:

Also hi- gfb)z = V(I)(ul,UQ,U3) . (%g{;) = V@(ul,uQ,u;;) . gui = (V(I)>ul .

Der Nabla-Operator hat also im neuen Basissystem die Form

3
_ 1 90 >
2

1

Im besonderen gilt damit etwa Vu; = hl'eﬂui .

?

Bemerkung. Bilden é,,,¢€,,,€,, ein Rechtssystem, dann ist



Cus = 77 Cuy X €z = W

€,
3 hu2h“3 u3 v

Folglich ist €,, = hy,hu,Vua X Vug . Analog gilt
€uy = Nyshy, Vug X Vup  und €, = hy hy, Vug X Vg .

Damit zeigen wir jetzt, dass mit einer Skalarfunktion 1 gilt

(c) Analoges gilt bzgl. der Vektoren ¢, und wé,, .

u3 1

Beweis.

zua) V- (Yey,) =V - (Yhy,hy,Vuy x Vug) =

= V(Vhuhuy) - (Vug x Vug) + Yhy,hy, V- (Vug X Vug) =

= V(¥huhu,) - (58w X 5-€0) + 0 = V(hu,h,) - 55— =

= (i (Vo) By 1 50 (W)t s (PP s B =
= ma%(wh@hu?,)

zub) V x ($e,) =V x (Yhy, Vur) = V(hy,) x Vur + Ph, V x Vug =

= V(0hy,) X 7€, +0 =

— (hiulaiul(whul)é‘ul —l_ hL@i(whul)GUQ + h_igaiug(whul)é’u?)) X %e_)ul -

= hu (whm)

3 u1

(¢hu1>

e Divergenz. V- A(uy,us, us)

A=Ay E + Ay, + Ay, . Damit ist V- A =

=V (Aulgul +AU25U2 + AU3€U3) =V (Aulgul) +V- (AU2€U2) +V- (AU3€U3)



Mit dem vorhergehenden Ergebnis folgt sofort
V- A(uy, up, ug) =

- }lulil;h [8u (hu2hU3Au1) + 8 (hu1husAu2) + Oua (hu1hU2Au3)}

ugtusg

e Rotation. V x A(uy, us, us)

A=Ay Ey + Ay, + Ay, . Damit ist V x A =
= v X (AU1€U1 + AU2€U2 + AU3€U3) -

=V X (Aulgul) + V X (Au2€u2) + V X (AU3€U3)

Mit dem vorhergehenden Ergebnis ist dann

V x A(ur, up, ug) =

- hu1 Dus (Aulhul) Uy hulh Dy (Amhm)eu?,
o O (Auyhuy)Euy — T B O (Auyhuy )8, +

+h h 5 Ouy (AUSh“3)€u1 hul Ouy (Au3hus)eu2 -

_|_

uz"rug

~ lhu |:8u2 (Aushug) — a_u:,,(Auzhuz)} Cuy

>

+ 1h {%(Amhm) o aiul(AUB,hUs)} €u2+

ul

e [ (i) — (A &,

Dies kann wiederum in folgender Form geschrieben werden.

Y _ 1 0 0 0
V x A(ul, U2, U3> = —hulhu2hU3 8_u1 8_u2 8_u3
huy A, huyAu, By A,

Bemerkung. Daraus folgt etwa, dass auch in krummlinigen (orthonor-
malen) Koordinatensystemen der Rotor eines Gradienten verschwindet.



Sei A = V& (uy,us, uz) wobei ® zweimal stetig differenzierbar ist.

0 0 0

rot grad ®(uy, us,uz) =V x (V@) = B P 2 | =0
0 98 9%
Ouy Ous Ous

Bemerkung. Damit kann auch der Laplace-Operator in orthonormalen
Koordinatensystemen angegeben werden.

AD(up, us, uz) =div grad ®(uy, us, uz) =V - VO(uy, us, u3z) =

_ 1 0 (Pulug 00\ | 0 (Pughuy 00 ) | 0 (Tl 0B
o hul hu2 h“S 8u1 hul 8u1 8u2 hu2 8u2 8u3 h 8u3

u3

Beispiel. Zylinderkoordinaten p,p,x3
VO(p, o, 3) = [%% + 5oz + e}a%} O(p, ¢, x3)
b+ 2] (o, 0, 35) =
=[5 + 35 + 3 + 3] 20070
Der Laplace-Operator im R? ergibt sich daraus, indem die Ableitung nach

xr3 weggelassen wird.

Beispiel. Kugelkoordinaten r, 1, ¢

rsind

Vo(r,d,p) = [é}% + %6793% + ézp%] O(r, 9, p)
AP(r,d, p) = [rl?% (TQ%) + ma% (Sinﬁ%) + 75 z } O(r,d,¢) =

r2ginZ 3_902

_ | 0 20 1 92 cost 0 1 o2
= [W+Fm+ﬁw+maﬁ+m8_ﬁ} e(r, 9, )
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Zum Abschlufl betrachten wir noch Bogen-, Flachen- und Volumenselement
in orthonormalen Koordinaten.

Aus gj = hye€,, ergibt sich fiir die Differenziale in Richtung der w;-
Koordinatenlinie

dr, = F-du; = hy,duél, .

Der Grofle h,,du; entspricht daher die lineare Naherung eines kleinen
Bogenabschnittes entlang einer w;-Linie.

Das totale Differenzial ds der Bogenldnge ist weiters (fiir orthogonale
Koordinaten) gegeben durch

ds = \/(huldul)2 + (hy,duz)? + (hy,dus)?

Damit kann auch entlang Kurven in krummlinigen Koordinaten integriert
werden.

Beispiel. Bestimme die Léinge eines spiralformigen Drahtes (Zylinderra-
dius @ , Ganghohe des Drahtes 27b ).

Die Kurve ist durch p=a, 0 <o <4m, 2 = by gegeben.

(ds)® = (dp)* + p*(d)? + (d2)? = 0 + a’(dy)* + b*(dyp)®
4

Also ist ds = Va2 + b2 dp und S = [ Va?+ b2dp = 4va? + b*r
0

Fiir das Flichenelement einer Koordinatenfliche #(uy,us,u3) gilt

dA(ul,ug) = |(hu1€u1) X (hquuQ)|du1duQ = \hulhw\duldw .

Analoges gilt fiir die anderen Koordinatenflachen. Fiir einen Zylinderman-
tel (Koordinatenflache bei Zylinderkoordinaten) gilt also etwa

dA(p, r3) = podpdrs

Das Volumselement wird in linearer Naherung als kleiner Quader

11



dV = |(hu1du1€U1) : [(huzdu2€u2) X (hu3dU3€u3)]| =
= Ay Py Py, - (€u, X eyy)]|durdusdug = Ry, huyy by, |dus dugdug

Bei dem auftretenden Faktor handelt es sich um eine Determinante, die
Jacobi-Determinante, die schon erwahnt wurde. Im speziellen erhalten wir
fur

e Zylinderkoordinaten: dV = pdpdpdxs

o Kugelkoordinaten: dV = r?sin ddrdddyp
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