Der Integralsatz von Stokes

Die Begriffe "auflen” und ”innen” bei Volumsbereichen sowie ”oben” und
"unten” bei Flachen beruhen offenbar auf Konvention. Die sogenannte
Orientierbarkeit einer Flache bedeutet, dass die Flache ”zwei Seiten”
hat. Das bekannte Mobius-Band ist etwa eine Fliache, die nur eine Seite
besitzt (man erkennt das daran, wenn man die Fldche, ausgehend von
einem beliegiben Punkt einfarbt). Mathematisch betrachtet 148t sich die
Orientierbarkeit so fassen, dass ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld
existiert.

Im folgenden befassen wir uns mit orientierbaren, berandeten Flachen und
wollen fiir diese die Begriffe "oben” und ”"unten” festlegen.

Wenn man den Rand der Flache entgegen dem Uhrzeigersinn durchlauft,
so ist die Richtung "oben” im Sinne einer Rechtsschraube definiert.

dA

Der folgende Integralsatz von Stokes verkniipft ein Oberflachenintegral
tiber eine (gekriimmte) Flache mit einem Kurvenintegral iiber den Rand
der Flache.

Satz. (Integralsatz von Stokes)
Sei F ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt
[¢(Vx F) -t dA= [,,_,o F - dF
(Dabei ist 77 so gewdhlt, dass er nach oben zeigt.)
Beweis. (fiir den Fall, dass die Flache S durch x3 = f(x1,29) bzw.

1



xg — f(x1,22) =0 gegeben ist)
n dA = (7, X Ty,) dxidry = (= f1, — fry, 1) dr1dxs und weiters
(VX F) il dA=

— |9 (0 _ 9R) _ Of (0K _ 0B o, _ OF
= [ O0z1 (8;102 8x3> 0z <3x3 81‘1) + (&ﬁ ax2)} dl’leL‘Q

Entlang der Kurve C' ist
fC ﬁ dr = fC [Fldﬂfl + Fhdzs + ngl’g]

Weil C' auf der Flache S liegt, gilt dxs = g—gldxl + aa—;;dxz und damit

—

ICF dr = fC [(Fl + F3aa—£> dri + (F2 + Fg?—é) d:L'Q]

Es sei nun die Kurve C* die Projektion der Kurve C' in die zjz9-Ebene
(die von C' durchlaufenen Werte von z; und o sind dieselben wie bei
C*) und wir setzen

Vi(w1, x2) = Fi(z1, @2, f(21,22)) + F3(21, 22, f (21, 372))af(§;1’x2)

Va(w1, @2) = Fy(wr, o, f(w1,09)) + Fy(r, w2, (w1, ) 2500

Damit ist
(94 Rt i+ (o i) ] -
= [ Vi(@r, ma)day + Va(ar, v9)das)

Nun konnen wir den Greenschen Satz in der Ebene anwenden und dieses
Integral schreiben als

5 [g_;/f - g_;;/ﬂ dxidxe , wobei S* die Projektion der Flache S auf
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den Bereich innerhalb von C* ist. Nun ist

Wy _ OF, | OF, Of | OFs 0f | OR Of Of | o &f
8.%‘1 - 6371 8$3 8.%‘1 8301 81}2 61‘3 8331 81’2 38$18$2

Vi _ _9F, _ OF, Of _ OF, Of _ OF; Of Of 0% f

"~ Oxy © Oxy  Ox30ry  Oxe Or;  Orz Oxg Ox1

8%‘2 81‘3 8$2 8%‘2 6.231 8.133 8332 6.2?1 381‘28$1

Damit wird der Integrand zu
_Of (0Fs _ 0K\ _ Of (0F _ 0F3 or, _ 0F
[ 0x1 ((“)xz 8&03) O0x4 <8$3 8951) + (axl an)] dZUldiL“Q

Beachten wir dartiberhinaus, dass durch x5 = f(x1,22) weiterhin die
Werte von F' auf der Flache in die Integration eingehen, ist der Beweis
dadurch abgeschlossen. [

Beispiel. Betrachte das Vektorfeld ﬁ(xl, Ty, 13) = (312, —w173, Toa3)

sowie die Flache z3 = %(x% + 23) , die durch die Ebene z3 = 2 begrenzt
wird.

Die Randkurve C' ist durch #(t) = (2cost,2sint,2) , 0 < t < 27
gegeben. Damit ist

o . or [ 0SIn —2sint
Jo F- di= [ F(r(t)-7(t)dt = [ | —4cost | - | 2cost |dt=
0 0 8sint 0

2m
= [ (—12sin*t — 8cos® t)dt = —20m
0

Nun bestimmen wir das Flachenintegral. ”Oben” ist bei diesem Umlauf-
sinn von (' die Innenseite der Schale, wo der Normalenvektor in die
positive x3-Richtung weist.

VxE=(zx;+22,0,-3—x3)

ndA = (le X 77$2)dxld$2 = (—.%’1, —XT2, 1)dl‘1d$2

(Dieses 71 weist tatsdchlich in die richtige Richtung)

—

Also ist (V x F) -7t dA = (—2% — 2123 — 3 — x3)dx1d2s



Fiir die konkrete Berechnung des Oberflachenintegrals verwenden wir Zylin-
derkoordinaten, x; = pcosy , r9 = psing , r3 = x3 .

Die Fliche hat dann die Form z3 = p?/2 und fiir das Integral erhalten
wir

2 27 )
[ [ (—p2 cos® ¢ — %4,0 cosp — 3 — %)pdgodp = —207
p=0 =0

Bemerkung. Auch hier kann durch eine Singularitat die Giiltigkeit des
Satzes nicht gegeben sein.

Betrachtet man etwa das in Zylinderkoordinaten gegebene Feld F= €,/ p
, dann ist

(Das Feld F entspricht dem Magnetfeld eines geraden, stromdurchflosse-
nen Leiters)

Ein Flachenintegral iiber eine Flache S senkrecht zum Draht wird also
verschwinden.

Das Linienintegral hingegen ergibt
27
Jo F-di = [ pF,dp = [dp=2m .
0

Wiederum kann dieser Widerspruch durch eine geeignete Behandlung der
Singularitat aufgelost werden.

Weiteres Beispiel.
Man berechne [, (21 — zoxg)dry + (1 4 23)dws — 2x120d23

wobei C die Schnittkurve der beiden Flichen 22?2 + 23 = 1+ 23 und
r3 = 11 ist.

(Bei den Fldachen handelt es sich um ein einschaliges elliptisches Hyper-
poloid und um eine Ebene.)



Setzen wir die x3-Koordinate in beiden Flachen gleich, dann erhalten wir
die Projektion der Schnittkurve C' in die xixo-Ebene, in diesem Fall

203 + a3 =1+23 bzw. 22+ a23=1.

Wir nehmen an, dass C in der "iiblichen” Weise durchlaufen wird.

Tp — XT3
Wir verwenden nun den Satz von Stokes mit F = 1+ 33%
—2371332
—2%1 — 25173
Dann ist rotF = T9
T3

Fur die Oberflache S konnen wir eine der beiden Flachen nehmen. Wir
wahlen hier den durch C' berandeten Teil der Ebene x5 = z; .

Diese Ebene hat eine Parameterdarstellung =1 =u, xo=v, z3=1u .

—1
Daraus ergibt sich der Normalenvektor 0 . Wegen der Orientierung
1
1
von C' missen wir hier allerdings den Normalenvektor 0 nehmen.
-1
—4u 1
Damit [ v : 0 |dudv= [ —b5ududv=0.
u?+v2<1 U —1 u?+v2<1



