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36. Lösen Sie Beispiel 4 noch einmal „ohne Rechnung“ für das Innere der Kugelschale
und den Bereich außerhalb, indem Sie feststellen, dass das Potential eine radiale
harmonische Funktion ist. Verwenden Sie Beispiel 12, um festzustellen, dass jede
radiale harmonische Funktion eine Linearkombination aus zwei Potenzen von ‖~x‖
ist. Für das Innere der Kugel kommt nur eine der beiden Potenzen als Lösung in
Frage, für das Äußere ebenso. Die Konstanten lassen sich dann leicht bestimmen.

37. Die Lösung des Eigenwertproblems für den Laplace-Operator auf der Kugel x2+y2+
z2 ≤ 1 führt nach Einführung von Polarkoordinaten auf die Gleichung

r2y′′(r) + 2ry′(r) + (r2 − k(k + 1))y(r) = 0

(siehe Vorlesung). Zeigen Sie, dass sich eine Lösung in der Form

yk(r) =
(2k + 2)!

(k + 1)!

∞
∑

n=0

(−1)n
(n + k + 1)!

n!(2n+ 2k + 2)!
r2n+k

schreiben lässt. Zeigen Sie, dass

y0(r) =
sin(r)

r
bzw. y1(r) = 3

sin(r)− r cos(r)

r2

gilt.

38. Lösen Sie die Schwingungsgleichung

uxx = utt, u(0, t) = u(4π, t) = 0

mit den Anfangsbedingungen
u(x, 0) = 0

und

ut(x, 0) =

{

1 für 2π ≤ x ≤ 3π

0 sonst.

39. Lösen Sie die Schwingungsgleichung

4uxx = utt, u(0, t) = u(2π, t) = 0

mit den Anfangsbedingungen

u(x, 0) = π − |π − x|

und
ut(x, 0) = 0.


























