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1. Vektoranalysis

1.1. Grundbegriffe (Wiederholung)
1.1.1. Vektorfeld

Definition 1.1. Unter einem Vektorfeld im Raum versteht man eine Funktion

P(z,y,z)
U=V(z,y,2) = | Q,y,2) |,
R(z,y,z)
die jedem Punkt (z,y, z) einen Vektor V zuordnet.

Beispiel 1.1. Beispiele fiir Vektorfelder sind etwa das Gravitationsfeld oder das elektrosta-
tische Feld.

Definition 1.2. Eine analoge Definition ist fiir ein Vektorfeld in der Ebene moglich; alles
schrinkt sich auf nur mehr zwei Dimensionen ein:

e )]

Beispiel 1.2. Ein Beispiel fiir ein Vektorfeld in der Ebene ist die ebene Strémung auf einer
Wasseroberfléche.

1.1.2. Potential und Feldlinien
Definition 1.3. Eine Skalarfunktion u = u(x,y, z) heiit Potential des Vektorfeldes, falls

grad u = v.

Definition 1.4. Eine Kurve, die tangential an den Feldvektor verlauft, heif3t Feldlinie.

Folgerung. Ist ein zweidimensionales Stromungsfeld gegeben durch v = <P(:ﬂ,y)>7 dann

Q(z,y)
liisst sich die Gleichung der Feldlinie y = y(x) durch folgende Uberlegung bestimmen: Die
Steigung der Feldlinie ergibt sich aus ' = ggizg = f(z,y), man erhilt also zur Bestimmung

der Feldlinie eine gewshnliche DGL! 1. Ordnunyg.

'DGL = Differentialgleichung



Beispiel 1.3. Sei ein logarithmisches Potential in der Ebene gegeben durch

1

u(z,y) =In
Dann ergibt sich das Vektorfeld aus
1 2,21 L 2,2
u(z,y) =In— =Iln(z"+y*) 2 = —§ln(x +y°)
r
1 1 [ #5 —z
v =gradu = Vu = —§VIH($2 + ) = —= <x§g/y ) = < 7;)

2 \#?
1 [z
--5())

Fiir den Betrag dieses Vektorfeldes gilt

Je ndher man also zur Ursprung kommt, desto stidrker wird das Feld. Dieses steigt zum
Ursprung hin ins Unendliche. Das Feld besitzt im Ursprung eine Singularitit, d.h. das Feld
ist in diesem Punkt nicht zu betrachten.

2

Bemerkung. Im obigen Beispiel wurde die Operatorenschreibweise zur Darstellung des

Gradienten verwendet. Es gilt
o)
vz<%>.
dy

Symbolisch kann die Divergenz als Skalarprodukt des Nabla-Operators mit dem Vektorfeld
verstanden werden. Es gilt

1.1.3. Divergenz in der Ebene

Definition 1.5. Die Divergenz ist definiert als

Die Divergenz ist ein Ma$ fiir die Quellendichte (also fiir das Vorhandensein von Quellen und
Senken) eines Vektorfeldes. Ein Feld ist quellenfrei, wenn divd = 0 gilt.

Beispiel 1.4. Beim logarithmischen Potential gilt ebenfalls div ¥ = 0 bzw.
div e = divgrad u = Au = Uy, + uyy = 0.

Es gilt: ln% ist Losung der partiellen DGL Au = 0 (Potentialgleichung).

2Dieser Operator wird als Nabla-Operator bezeichnet.



Bemerkung. Ein weiterer wichtiger Operator ist der LAPLACE-Operator, der als

0? 0?
A=V.-V=Vi= "+~
Ox? * 0y?
definiert ist.
Aus obigen Uberlegungen ergibt sich Au = div grad #. Im Fall des logarithmischen Poten-
tials ergibt sich so

U =gradu = l ) = —ar?
=g - 7"2 —y - _yT,72 I

Au=divi=—r2—z(-2r35) —r 2 —y(—2r33) = -5 + 2 4 2%

r r r2 rd rd

Vi
2 r
1.1.4. NEwTON-Potential im Raum

Ein sehr wichtiges Potential ist das NEWTON’sche Potential, das im Raum die Gleichung

1 1
wz,y,z)=-=rt= ————o
r VaZ 4+ y? + 22
besitzt. Mit den inneren Ableitungen 7, = ——2—— = Z r, = £ und r, = £ erhilt man
/124y 422 r? 'Y r r
das zugehorige Feld
1 —x
—2z

Dieses Feld beschreibt z.B. die Gravitationskraft. Befindet sich ein Zentralkérper mit der
Masse M im Ursprund des Koordinatensystems, dann gilt unter Einbeziehung der Gravitati-
onskonstanten  (es handelt sich dabei um eine Naturkonstante) das Gravitationsgesetz:

—x
- M
K= —; —y
r
—z
Fiir den Betrag des Kraftfeldes gilt
—x
- Mk Mk Mk
|\ Y T e T e
—z

Die Kraft, die auf die Einheitsmasse 8.314472 kg in einem Abstand r zur Zentralmasse wirkt,
wird also durch folgende Gleichung beschrieben:

Mk
F=—
r2

Bemerkung. Das NEwWTON’sche Potential u = % erfiillt die Potentialgleichung: Au = 0.



1.1.5. Divergenz im Raum

Analog kann die Divergenz im Raum definiert werden. Es gilt

Definition 1.6.
divi=Vi= — + — + —.

1.1.6. Rotation
Die Rotation ist ein Maf} fiir die Wirbeldichte in einem Vektorfeld.

Definition 1.7. Der Rotor ist definiert als der Vektor

rotv =V x 7.

—

In einem wirbelfreien Feld gilt rot ¥ = 0.

1.2. Arbeit im Kraftfeld und Kurvenintegrale in der Ebene

1.2.1. Bogenlange ebener Kurven
x = x(t)

y=y(t)
Gesucht ist die Bogenldnge dieser Kurve. Man unterteilt die Kurve in sehr kleine Stiicke und
ersetzt die Kurve durch die Verbindungsgeraden dieser Unterteilungen:

Gegeben sei eine Kurve C' in ihrer Parameterdarstellung C' : { yto <t < .

Z(to)

Die Bogenlinge wird nun durch die Summe der Lingen der Geradenstiicke approximiert:

N—
s(to, t1) Az? + Ay? = 1+ 2 Z V1+9(6)2 Az
: 2?2 P

Geht die Feinheit der Zerlegung gegen Unendlich, so konvergiert diese Riemannsumme
gegen das bestimmte Integral und somit gilt

(to, tl / v1+ y 2dzx.
(to)



Beispiel 1.5. Wir berechnen die Linge der oberen Halbkreislinie des Einheitskreises. Jeder
Punkt auf dieser Linie erfiillt die Gleichung y = v/1 — z2.

= [ TR
:/1 \/1+ %ﬂ)de
/\/m

= arcsin(1) — arcsin(—1)

= T.

Bemerkung. Falls die Gleichung der Kurve C' nicht nach y auflésbar ist, kénnen wir die
Bogenlénge trotzdem berechnen:

N-1 N—-1 Aw? Ay?
s(to,t1) ~ \ Az + Ay? = N At2 At; = Z V(£)? +y(n)? At,.
=0 =0 i

Somit gilt

s(to,t1) = \/562—|—y dt.

1.2.2. Kurvenintegrale in der Ebene

Gegeben sei ein Vektorfeld (Kraftfeld) ¢ in der Ebene, sowie eine Kurve C. Gesucht ist die
Arbeit, die verrichtet wird, wenn sich ein Massenpunkt entlang der Kurve vom Anfang (Punkt
P mit t = ) zum Ende (Punkt @ mit ¢ = /) bewegt.

Nach der Formel W = F-§ (Arbeit = Kraft mal Weg) ergibt sich eine sehr einfache Vor-
gehensweise, analog zur Berechnung der Bogenlénge:
Py Q=R

AR

—
An der Teilstrecke P;P;;1 wird demnach die Arbeit

W; = #(P) - PiPyy



verrichtet. Insgesamt ergibt sich durch Aufsummieren die Gesamtarbeit

N-1

W — E)V S W9(P)- PP
=0

Nun betrachtet man folgenden Grenzfall: Die Feinheit der Zerlegung geht gegen Null, d.h.
die Anzahl der gewihlten Zwischenpunkte steigt gegen Unendlich. Dann strebt die Summe
der Teilarbeiten gegen das Kurvenintegral, und der Sehnenvektor P;P;;; strebt gegen den
Tangentenvektor.

Die Arbeit in einem Kraftfeld ist auf diese Weise also folgendermaflen definiert:

B
W:/ammwmﬁ

Dabei ist ds das vektorielle Bogenelement in Tangentenrichtung. Fiir den Betrag dieses Bo-

genelements gilt
|ds] = /&2 + y2 dt.

Daraus folgt fiir die Bogenléinge die wohlbekannte Formel

B B
s:/ ds:/ Vo2 + 92 dt.

Fiihrt man nun noch den normierten Tangentenvektor iy ein, dann gilt als weitere Bezichung
ds = to ds. Fiir den Tangentenvektor selbst gilt in Komponentenschreibweise

o P o cos £ (t,x-Achse)
-\ Q 07 \ cos£(f,y-Achse) |-

Die zwei Cosinusse werden auch als Richtungscosinusse bezeichnet. Nun kann das Kurvenin-
tegral auch noch in folgender Form geschrieben werden:

W= / (2,1, 2) cos £(T,x) + Q(w, y, 2) cos £(L, )] ds

Die Berechnung des normierten Tangentenvektors erfolgt wie gewohnt durch Ableiten nach
dem Parameter und Normierung, man erhélt
()
Y

Das Kurvenintegral selbst kann nun ebenfalls in Parameterform bestimmt werden:

i) =



Setzt man weiters als Vereinfachungen dx = & dt und dy = 3 dt, so ergibt sich als vereinfachte

W:/Pdaz%—Qdy:/ﬁ’d:E’
C C

Beispiel 1.6. Gegeben sei das Vektorfeld v = (;U) und der Integrationsweg C1 : Z(t) = (i)

vektorielle Schreibweise

mit 0 <t < 1:
A

y

(1)

C1

X

»
»

Man beachte, dass der Integrationsweg eine Orientierung aufweist. Die Integration entlang
C ergibt

= Pdr+Qdy =

:/1(tdt+tdt):

to
1
:2/ tdt = [t*]p = 1.
to

Beispiel 1.7. Betrachtet man nun dasselbe Feld, aber einen anderen Integrationsweg, ndm-
lich den aus Cy und C5 zusammengesetzten Weg von (0/0) nach (1/1):

A
y

(11)

C3

Co X

»
»

Die entsprechende Parametrisierungen der beiden Teilwege lauten

szf(t):<é>;0§t§1

und



Die Kurvenintegrale iiber die Teilstrecken sind

1 211
t 1
/Udf:/tdt:[—] = —
Ca to 2 0 2
1 271
t 1
/ Udf:/ tdt:[—} = —.
C3 to 2 0 2

Bemerkung. In diesem Beispiel hingt das Kurvenintegral nicht vom gewéhlten Weg ab,
denn es gilt fC1 = f02 + sz' Die physikalische Arbeit, die verrichtet werden muss, um vom
Anfangspunkt zum Endpunkt zu gelangen, hingt nicht vom gew#hlten Weg ab.

und

Dies fiithrt uns zur

Definition 1.8. Ein Kurvenintegral heifit wegunabhingig, falls es nur vom Anfangs- und
Endpunkt abhéngt, nicht vom zuriickgelegten Weg.

Es gilt also fiir beliebige Wege C1, Cs von P nach Q

Jom ke

Folgerung. Daraus ergibt sich als Folgerung, dass bei Wegunabhéngigkeit das Integral ent-
lang einer geschlossenen Kurve Null ist. Fiir C' = C; — Cs (das negative Vorzeichen steht hier
wegen der Orientierung der Kurven) ist also

IR

Bemerkung. Bei Wegunabhéngigkeit wird entlang geschlossener Wege keine Arbeit verrich-
tet.

Notation 1.9. Integrale entlang geschlossener Wege heiflen Ringintegrale. Diese werden als

J=t=1

geschrieben.



1.2.3. Satz von GREEN-RIEMANN

Definition 1.10. Eine Menge M C R" heif3t zusammenhdingend, wenn sich je zwei Punkte
x,y € M durch eine stetige Kurve verbinden lassen, die ganz in M liegt.

Definition 1.11. Ein Gebiet ist eine offene, nichtleere und zusammenhéngende Teilmenge
des R™.

FEin Gebiet B heifit einfach zusammenhdingend, wenn sein Rand Rd B zusammenhéngend
ist.

Einfach zusammenhéngendes Gebiet. Nicht einfach zusammenhéngendes Gebiet.

Bemerkung. Anschaulich gesprochen ist ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ein ,, Gebiet
ohne Locher®.

Bemerkung. Die Orientierung des Randes wird so gewéhlt, dass der nach auflen zeigende
Normalvektor 7 und der Tangentenvektor ¢ ein Rechtssystem (1, f) bilden.

Definition 1.12. Ein Normalbereich B, beziiglich der y-Achse ist eine Teilmenge des R2?, fur
die es Grenzen a,b € R und Funktionen g, h : R — R gibt, sodass

By =A{(z,y) :a <z <bg(x) <y < h(z)}.

(Fir festes x entspricht der Bereich also genau der Strecke g(z) <y < h(zx).)
Analog definiere einen Normalbereich B, beziiglich der z-Achse als

By ={(z,y) : c <y <d,g(y) <z <h(y)}

Bemerkung. Einen Normalbereich kann man sich folgendermaflen vorstellen:
»Sticht“ man in einen Normalbereich B, beziiglich y-Achse in y-Richtung, verldsst man B,
ein einziges Mal und betritt es nie wieder (ebenso B, in z-Richtung).

Bemerkung. Jeder Bereich lésst sich in Normalbereiche unterteilen, wobei sich die Orien-
tierung von ,,Schnittstiicken“ gegenseitig aufhebt.



Kein Normalbereich. Aufteilung in Normalbereiche.

Definition 1.13. Fiir ¥y € R" und r € R bezeichne B, (Zp) die Menge aller Punkte, deren
Abstand von Ty kleiner als r ist.

Bemerkung. Im R? entspricht das einem Kreis mit Mittelpunkt Zy und Radius r, im R?
einer Kugel.

Satz 1.1. Sei B ein Bereich und C' = Rd B sein Rand. Sei weiters v = (g) ein (stetig
differenzierbares) Vektorfeld. Dann gilt

fPM+Q@—//GE—%3dMy

BEWEIS. Sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit B = B, ein Normalbereich bzgl. y-Achse
(ansonsten zerlege den Bereich gem#f voriger Bemerkung in mehrere Normalbereiche). Dann
kann das eine Bereichsintegral geschrieben werden als

//—dxdy—/d:c/ —dy
By g(z) y

/th Pla, g(x)) do

/de

(Beachte, dass C entgegengesetzt zu h und g durchlaufen wird, daher das negative Vorzeichen!)

Analog erhélt man
/ / — dx dy = / Q dy
B, O c

und schliefllich durch Addieren die gewiinschte Aussage. O

10



- Py . C . o .
Folgerung. Sei ¥ = ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einem einfach zusam-

Q

menhingenden Gebiet G. Dann sind Kurvenintegrale iiber ¢ genau dann wegunabhingig,
wenn die Integrabilitidtsbedingung (IB)

0 oP
0Q _op (1.1)
Oz oy

erfiillt ist.

BEWEIS. e ,—>“: Sei (IB) erfiillt. Sei nun C' eine beliebige geschlossene Kurve, die einen

Bereich B C G einschliefit, also C' = Rd B. Dann gilt aufgrund des Satzes von Green-

Riemann 5 5P
de:U%—Qdy—// 9@ _op dx dy = 0.
ox ay

=0 wegen (IB)

Somit ist das Kurvenintegral wegunabhéngig.

e <—": Sei nun umgekehrt ¥ wegunabhingig. Betrachte einen Punkt ¥ € G und eine
e-Umgebung B.(Z) C G um Z. Da ¥ wegunabhéngig ist, ist das Kurvenintegral entlang
C = Rd B.(%)

]éPdﬂc+Qdy:0.
c

Dies ist 1t. Satz von Green-Riemann gleich dem Bereichsintegral iiber B (Z), welches

fiir e — 0 gegen %—g BP strebt. Das muss aber 0 sein, also folgt %g = 8y (IB). O

Bemerkung. Fiir nicht einfach zusammenh#ngende Gebiete G (also Gebiete mit ,,Lochern*)
gilt die Aussage nicht. Eine geschlossene Kurve in G kann dann einen Bereich einschlielen,
der nicht vollsténdig in G liegt, sodass der Satz von Green-Riemann nicht angewendet werden
kann.

P> besitzt ein Potential.

Folgerung. Ein wegunabhingiges Vektorfeld v = < 0

BEWEIS. Sei (20, o) fest. Betrachte die Funktion u mit
(z,y)
u(:ﬂ,y):/ P dr+ Q dy.
(z0,%0)

Da ¢ wegunabhéngig ist, kann das Integral entlang des ,achsenparallelen“ Wegs berechnet
werden und es ergibt sich

ou
L _p
Oz ’
ou
o @
Y
Also ist u Potential von v. O

11



1.2.4. Wegunabhingigkeit bei Gradientenfeldern
Satz 1.2. Im Fall eines Gradientenfeldes (= Feld mit Potential) liegt Wegunabhiingigkeit

Vvor.

u
BEWEIS. Im R? ist 7 = gradu = <§5> Fiir C : Z(t) = <x(t)
ay y(t)

by ou
vdT = —aodt + —ydt.
/C to 0T oy

>;t0§t§t1,ist

Wegen der Kettenregel
du(z(t), y(t))

7 = Up® + UyY
folgt daher
t1 d
/ 7di = / M w(P) — u(Ry).
C tO dt
wenn die Kurve C' vom Punkt Py (dort ist ¢ = t9) zum Punkt P, (¢ = ¢;) fiihrt. O

Das Kurvenintegral reduziert sich also in diesem Fall auf die reine Potentialdifferenz. Die
physikalische Arbeit im Gradientenfeld ist also gleich der Potentialdifferenz von End- und
Anfangspunkt. Fallen End- und Anfangspunkt zusammen, ist folglich das Kurvenintegral
(Ringintegral) gleich 0.

1.2.5. Bestimmung des Potentials

Ist ein Feld gegeben und das zugehorige Potential — falls existent — gesucht, so fiihrt dies

auf eine exakte DGL. Fiir ¥ = <g

und ‘g—Z = @ gelten. Folglich ist u eine Stammfunktion des Differentials P dx + Q dy (vgl. dazu
die exakte DGL). Wie bei der exakten DGL ist auch hier die Integrabilititsbedingung (IB)
Voraussetzung fiir die Existenz eines Potentials:

0Q P

dr Oy

> muss bekanntlich im Fall eines Gradientenfeldes % =P

Beispiel 1.8. Fiir obiges Feld mit v = (;U) ist die IB wegen P, = @, = 0 erfiillt. Durch
Integration nach x erhélt man aus der Ableitung nach x

) 2
= w = ule,y) = o+ ()

ox
Nun differenziert man nach y und erhélt
du / y?
—_ = = g = = — K.
By Y =Q=y=9y) =5+
Das Potential ist somit bis auf eine additive Konstante bestimmt und lautet
2 2
Y
=— 4+ + K.
u(z,y) 5 + 5 +

Die A quipotentiallinien (Linien konstanten Potentials) sind in diesem Fall konzentrische Krei-
se.
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Dass ein Kurvenintegral bei diesem Feld, wie zu erwarten ist, ebenfalls wegunabhdngig ist,
ldsst sich einfach durch Integration iiber eine Aquipotentiallinie zeigen:

Beispiel 1.9.
W = / xzdr + ydy.
C

Die Gleichung der Kurve C' ist die eines Kreises, also einer Aquipotentiallinie des Feldes mit
C : 22 + y> = R Diese Gleichung muss allerding, um eine Integration zu ermdoglichen, in
eine Parameterform gebracht werden. Die iibliche Parameterdarstellung eines Kreises ist

x = Rcost
C: ) ; 0<t<2m.
y = Rsint

Damit wird dr = —Rsintdt und dy = Rcostdt. Durch Einsetzen in das Integral erhélt man

2T
W:/xdx—l—ydy:/ (—R?costsint + R?costsint) dt = 0.
C 0

=0

Beispiel 1.10. Das Feld v = <_xy> besitzt kein Potential, was durch Berechnung desselben

Integrals leicht gezeigt werden kann. Auflerdem ist die IB mit % =1z#-1= %—I; nicht
erfiillt. fiir den Wert des Ringintegrals gilt

27
?é (—ydx + x dy) = R? / (sin®t + cos? t) dt = 2 R%.
J:2+y2:R2 0 N——
=1
Dieser Wert entspricht genau der doppelten Flidche der eingeschlossenen Kreisscheibe. Diese
Erkenntnis folgt aus der bekannten LEIBNIZ schen Sektorformel:

FI(B) = %ji(xdy—ydx) - %ﬁ

T dx
y dy

13



2. Komplexe Funktionentheorie

2.1. Grundbegriffe iiber Funktionen im Komplexen

2.1.1. Einfiihrung
Beispiel 2.1. Geht man von einem ebenen Vektorfeld aus, beispielsweise dem Gradientenfeld
1 _ =z
7 =gradln— = < 7;)
r 2

(logarithmisches Potential), so ist unter Zuhilfenahme der GAUSS’schen Zahlenebene C =
R? = {x + iy; 2,y € R} ;42 = —1 eine Interpretation als komplere Funktion moglich. Der Vek-
tor ¥ kann als komplexe Zahl aufgefasst werden (dies gilt fiir jeden Vektor im R?).

Es gelten die iiblichen Rechenregeln (wie im Reellen), die Definition des Betrags muss aller-
dings auf
r=|z| = Va4 y?
erweitert werden.
Beispiel 2.2. Fasst man nun obiges Feld als komplexe Funktion auf, so erhdlt man mit

x ) 1 ( n ) 1 z
W=———F—l—=—""—@@+y) =——2=——=—
PP RPN T TR e

das folgende Ergebnis: Obiges Feld wird durch die komplexe Funktion w(z) = —% beschrieben.

Definition 2.1. Eine eindeutige Zuordnung, die der unabhéngigen Variablen eine abhéngige
Variabe w = w(z) zuordnet, heifit komplexe Funktion. Eine Deutung als ebenes Vektorfeld ist
moglich. Dabei ist u = Rw und v = Sw. Damit wird

wle) = u(o.y) + i) = (
Die Definitionsmenge fiir eine komplexe Funktion ist ein Teilgebiet oder ganz C.

Definition 2.2. Ein Gebiet ist eine offene und zusammenhingende Punktmenge, d.h. der
Rand gehort nicht zum Gebiet.

Beispiel 2.3. Im Beispiel ist die Definitionsmenge D = C \ {0}, da die Division durch Null
auch im Komplexen nicht definiert ist.

14



2.1.2. Beispiele von Funktionen
Ein wichtiger Typ von Funktionen sind auch im Komplexen die Polynome:
w(z) =ap+ar1z+---+ 12"+ a,2"

Der Definitionsbereich fiir Polynome ist D = C. Auflerdem gilt nach dem Fundamentalsatz
der Algebra, dass jedes Polynom n-ten Grades in C n Nullstellen besitzt.

Beispiel 2.4. Eine weitere Klasse von Funktionen bilden die rationalen Funktionen, die durch
Division von Polynomen P und () entstehen:

Der Definitionsbereich ist hier eingeschrinkt. Da nicht durch Null dividiert werden darf,
miissen die Nullstellen des Nennerpolynoms vom Definitionsbereich ausgeschlossen werden.
2.1.3. Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Definition 2.3. Eine Funktion w = f(z) heifit stetig in zp, falls fiir alle Punktfolgen (z,)

f(zn) = f(20)

lim z, = zp = lim
n—oo n—oo

gilt, d.h. der Feldvektor macht keine sprunghaften Anderungen. Eine Funktion w = f(2) heifit
stetig im Gebiet G, falls w in jedem Punkt zy € G stetig ist.

Satz 2.1 (Stetigkeitssatz). Die Stetigkeitseigenschaften bleiben bei Summen, Differenzen,
Produkten und Quotienten (auBler bei den Nullstellen des Nenners) erhalten.

Folgerung. Polynome und rationale Funktionen sind im gesamten Definitionsbereich stetig.

Definition 2.4. Eine komplexe Funktion w = f(z) heifit in zg differenzierbar, falls der Grenz-

Fz2) = f(z0)

Z—20 zZ— 20

wert

(Limes des Differenzenquotienten) existiert. Als Bezeichnungsweise sei in diesem Fall zusétz-

lich die bereits bekannte if
4 — =
Fiz0) = -~ (20)

eingefiihrt.

Bemerkung. Alle Rechenregeln fiir das Differenzieren (Summen-, Produkt- und Ketten-
regel) im Reellen gelten auch fiir komplexe Funktionen. Ein Beweis soll hier nicht gefiihrt
werden, er erfolgt jedenfalls analog zum Reellen.

Beispiel 2.5.

(2 4+2-1)=22+1.
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2.1.4. Potenzreihen im Komplexen

Analog zum Reellen kann man auch im Komplexen Funktionen in Potenzreihen (PR) entwi-
ckeln:

o
f(z) = Zan(z —20)" = ap+ai(z — 2) +as(z — 20)° + - .
n=0
Dabei ist zg der Entwicklungspunkt, a,, sind die Koeffizienten der Potenzreihe. Auflerdem gilt
der

Satz 2.2. Potenzreihen sind konvergent innerhalb des Konvergenzkreises mit dem Radius

1 1

- lim SUPp 00 n\/ |an| .

R:

: an+41
limy, o0 @

2.1.5. Hauptsatz iiber Potenzreihen

Satz 2.3. Innerhalb des Konvergenzkreises kann gliedweise addiert, multipliziert und diffe-
renziert werden. Der Konvergenzradius bleibt dabei erhalten.

Folgerung. Da man aus einer PR durch Differenzieren wieder eine PR erhiilt, folgt, dass
eine PR unendlich oft differenzierbar ist.

Bemerkung. Im Reellen gibt es Funktionen, die unendlich oft differenzierbar sind, aber nicht
in eine konvergente PR entwickelt werden konnen. Eine solche Funktion ist z.B. die bereits

bekannte Funktion )
e =22 x#£0,
fw) = { o7

x = 0.

Entwickelt man diese Funktion im Punkt 0 in eine TAYLOR-Reihe mit a,, = ! (":ngo), so folgt
aus f(™(0) = 0 eine PR, die identisch gleich Null ist. Da die Funktion selbst aber nur im
Punkt 0 gleich 0 ist, kann sie nicht in eine PR entwickelt werden. Im Komplexen ist diese

Funktion nicht differenzierbar (siehe spéter).

Definition 2.5. Eine Funktion, die in einem Punkt z; in eine konvergente Potenzreihe entwi-
ckelt werden kann, heifit analytisch (reguldr) in zo. Die Funktion heiit analytisch im gesamten
Definitionsbereich, wenn sie in jedem Punkt analytisch ist.

Beispiel 2.6. Betrachte

2 3 n X _n
P S Z P N
SRR TR T I R TR Dt
n=0
Der Konvergenzradius ist R = lim,,_, ‘ (n:g!l)! ‘ = 00. Die Exponentialfunktion ist also analy-

tisch im gesamten Definitionsbereich, da die PR in ganz C konvergent ist.
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Beispiel 2.7. Betrachte

1

_ = 2 e T n

1_Z—l+z+z+ —goz.
-

Der Konvergenzradius ist hier, wie bereits bekannt, R = 1. Innerhalb des Einheitskreises um
den Nullpunkt liegt also Konvergenz vor. Auflerdem ist die gegebene Funktion sehr wohl in
jedem Punkt zg # 1 analytisch, wie leicht gezeigt werden kann:

1 1 1 1
T e 1w -2
z 20 z 20 20 — 1z
o o
S S N S L o Gk )
1—20 1—w 1-—2 1— 2 (1 —2zo)"
n=0 n=0
Letztere PR ist einfach eine Reihe mit den Koeffizienten a,, = (1_%0)” und dem Entwicklung-

punkt zp. Fiir den Konvergenzradius gilt (nach den bekannten Rechenregeln fiir PR)

Z— 20

<le|z—z2| <|1— 2.

<1l=
|w| '1—2’0

Bemerkung. Wie aus diesem Beispiel ersichtlich ist, geht der Konvergenzbereich jeweils bis
zu einer Singularitét der Funktion, also zu einer Stelle, wo f nicht differenzierbar ist.

2.1.6. Hauptsatz der komplexen Funktionentheorie

Definition 2.6. Eine im gesamten Definitionsgebiet G differenzierbare Funktion heiflt holo-
morph.

Satz 2.4 (Hauptsatz der komplexen Funktionentheorie). Jede holomorphe Funktion
ist im gesamten Definitionsgebiet analytisch.

Folgerung. Eine holomorphe Funktion ist unendlich oft differenzierbar.

Folgerung. Die Funktion
1
fe)=e 2

ist nicht holomorph, da sie an der Stelle zg = 0 nicht differenzierbar ist.

2.1.7. ldentitadtssatz fiir holomorphe Funktionen

Satz 2.5. Sind zwei holomorphe Funktionen f(z) und g(z) gleich auf einem Kurvenstiick,
dann sind sie identisch im gesamten Definitionsgebiet.

Folgerung. Ist eine holomorphe Funktion entlang der reellen Achse festgelegt, so ist die
gesamte Funktion im Komplexen definiert.
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BEWEIS. Seien f(z) und g(z) holomorph. Dann sind sie analytisch im Punkt zp € G (Kurve)
und es gilt

F(2) =) an(z = 2)"
n=0

bzw.
o
g(z) = Z bn(z — 2z0)".
n=0
Damit folgt aus f(z9) = g(z0) die Gleichheit der konstanten Koeffizienten:
z = 29 = ag = by.

Nun bildet man die Differenz der PR
F(2) = g(2) =) (an — bn)(z — 20)"
n=1

und dividiert unter der Voraussetzung z # zo durch (z — 2p). Man erhélt

z)—g(z
% = (a1 —b1) + (ag — b2)(z — 2z0) + (a3 — b3)(z — 20)2 + -
und bei Einfiihrung des Grenziibergangs z — zg

i £ =9(2)

z2—20 zZ— 2

=0=(ag —by) +0.

Beim Grenziibergang verschwinden alle Glieder mit (z — zp). Der Limes selbst ist wegen
VzeG: f(z) =g(2)

gleich Null. Damit folgt aber direkt
a1 —bp=0=a; =0b;.

Fiir alle weiteren Koeffizienten wiederholt man den Vorgang sukzessive und erhélt schliellich

f(2) = g(2). O

2.2. CaucHY-RIEMANN’sche Differentialgleichungen und
harmonische Funktionen
2.2.1. CaucHy-RIEMANN’sche Differentialgleichungen

Wahlt man wieder den Zugang tiber ebene Vektorfelder, so lidsst sich eine komplexe Funktion
darstellen als

f(2) = u(z,y) +iv(z,y).
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Die Ableitung ist dann nach gewohnter Definition

oy — i L) = TG0 @ y) — wl@o, yo)] — i u(w, y) — v(wo, o)
f (ZO) o zlﬂzo Z— 20 ZIHZO (:U - CC(]) +1 (y B yO) .

Dabei ist allerdings zu beachten, dass der Limes hier eine beliebige Annidherung an den Punkt
zg bedeutet. Die horizontale bzw. vertikale Anndherung sind nur spezielle Fille. Rechnet man
diese Spezialfdlle durch, so erhélt man fiir die horizontale Annéherung mit y = yg = const.

f'(z0) = lim [u(@,y0) — w(zo, y0)] + ifv(x, y0) — v(xo, yo)]

— ul’(xO,yO) + Z'/Um(xO,yO)?
T—T0 r — X

also die partielle Ableitung nach x, und fiir die vertikale Annéherung mit x = xg = const.

f'(z0) = lim [u(z0,y) — u(xo,yo)] + i[v(x0, y) — v(z0,0)]

= vy(Zo, — 1 Uy(X0,Y0)-
Y=o i(y_yo) y( 0,%0) y( 0,%0)

Da die beiden Formeln bei Existenz der Ableitung denselben Wert ergeben miissen, erhilt
man damit die CAUCHY-RIEMANN ’schen Differentialgleichungen:

U,x(-%',y) :Uy(x7y)a
Um(x7y) = _uy(xay)'

Anders formuliert: Eine im Komplexen differenzierbare Funktion erfiillt immer die Gleichun-

gen
ou_ o0
or Oy
o _ o
or Oy

Auflerdem gilt auch die Umkehrung.

Satz 2.6. Eine Funktion w = f(z) = u(z,y) + iv(z,y) ist in einem Gebiet G genau dann
holomorph, wenn u und v im Reellen differenzierbar sind und die CAUCHY-RIEMANN’schen
DGL gelten.

Beispiel 2.8. Gegeben sei die komplexe Funktion f(z) = 22. Diese Funktion ist differenzier-
bar, da sie im Reellen differenzierbar ist und die CAUCHY-RIEMANN’schen DGL ergeben:

f(z) =2 = (z +iy)* = (2% — y?) +i(2zy) = u(z,y) = 2° — y* v(z,y) = 22y
ou ou ov ov

%:Qx;a—y:—Qy;%:Qy;a—y:2x=>u$:vy;v$:—uy

Bemerkung. Fiir die Funktion f(z) = e 2 sind die CAUCHY-RIEMANN’schen DGL nicht
erfiillt. Daher ist diese Funktion nicht holomorph.
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2.2.2. Interpretation von komplexen Funktionen

Jede komplexe Funktion kann als Koordinatentransformation der z-Ebene auf die w-Ebene
interpretiert werden. Von frither wissen wir, dass sich in jedem reguldren Punkt zwei Koor-
dinatenlinien schneiden. In solchen Punkten ist die Transformation eindeutig und daher die
Funktionaldeterminante ungleich Null:

(u,v)
d(x,y)

Im obigen Fall ergibt sich: Die durch die holomorphe Funktion f = u 4+ ¢ v definierte Koordi-
natentransformation ist in Punkten umkehrbar eindeutig, wo f’ # 0 ist:

£0

Up Uy

2 2
= Uply — UyUy = U, +u; > 0.

Daraus ergibt sich, dass die Funktionaldeterminante nur dann Null ist, wenn u, = u, = 0
und damit

f=0

ist.

Folgerung. Die durch eine holomorphe Funktion vermittelte Koordinatentransformation ist
in allen Punkten f’(zg) # 0 eindeutig umkehrbar.

Satz 2.7. Die durch die holomorphe Funktion w = f(z) vermittelte Koordinatentransfor-
mation ist fiir f/(29) # 0 in einer Umgebung von 2 eindeutig umkehrbar und winkeltreu.
Schneiden sich zwei Kurven unter einem bestimmten Winkel in der zy-Ebene, so bleibt der
Winkel bei einer Koordinatentransformation erhalten.

BeEwels. Die Tangentenvektoren an 2 Kurven z; = z1(f) und z2 = 29(t) im Punkt pg =
21(t1) = z2(t2) sind gegeben durch

le
= — t
U1 dt ( 1)5
dZQ
= —Z(ty).
v2 =gy (t2)

Fiihrt man nun eine Koordinatentransformation durch, so ergeben sich die Tangentenvektoren
an die transformierten Kurven als

w= 2w = Lo,

dt
wr = 1) = L) 22 0)

Da sich die Tangentenvektoren nach der Transformation durch Multiplikation mit der Kon-

stante %(po) # 0 aus den urspriinglichen Tangentenvektorenn ergeben, sind die Winkel zwi-

schen v; und v9 bezwiehungsweise w; und we gleich. O
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Wiederholung: Festlegung von komplexen Zahlen mittels Polarkoordinaten

Neben der Darstellung als z = z + iy kann eine komplexe Zahl (analog zur Darstel-

lung eines Punktes in einer Ebene) auch in Form von Polarkoordinaten dargestellt werden:
A
Im

r
¢ \ Re,

r=|z| =V2z = a2 + 2

Dabei gilt

und
- < @ = argz < .

Fiir den Winkel zwischen zwei komplexen Zahlen gilt

V4
L(21,22) = arg_z.
Z1

Definition 2.7. Umkehrbar eindeutige, winkeltreue Transformationen heiflen konforme Ab-
bildungen.
2.2.3. Harmonische Funktionen

Aus den CAUCHY-RIEMANN’schen DGL

ergibt sich als Folgerung
AU = Uy + Uyy = Vyg — Vgy = 0,
AV = Vg + Vyy = —Ugy + Ugy = 0.

Bemerkung. Realteil und Imaginérteil einer holomorphen Funktion erfiillen die Potential-
gleichung.

Definition 2.8. Eine Losung u der Potentialgleichung Au = 0 heif3t harmonische Funktion
oder Potentialfunktion.

Es gilt auch die Umkehrung;:

Satz 2.8. Sind Realteil und Imaginérteil einer Funktion harmonisch, so ist die Funktion
holomorph. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des STOKES’schen Integralsatzes.)

Bemerkung. Der Imaginérteil einer holomorphen Funktion ist durch den Realteil bis auf
eine (rein imaginire) Konstante eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist auch der Realteil durch
den Imaginérteil bis auf eine (reelle) Konstante eindeutig festgelegt.
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Beispiel 2.9. Gesucht sei der Imaginérteil der holomorphen Funktion f mit Realteil
u(z,y) = 2% — 32
Dazu priift man zuerst, ob die Funktion v harmonisch ist:
Au=2-2=0.
Nun setzt man in die Cauchy-Riemannschen Differetialgleichungen ein und erhélt
Uy = 2T = vy,
Uy = —2Y = —U,.
Daraus kénnen wir v(x,y) = 2xy + ¢ bestimmen. Fiir die Funktion f gilt also

flz+iy) = (2> —y®) +i(2zy + ¢).

Bemerkung. Komplexe Funktionen kénnen als komplexes Potential quellen- und wirbelfrei-
er ebener Felder interpretiert werden, fiir die

fien= (§)

divE =0
Q:v = Py
gilt. Man ordnet E(z,y) die komplexe Feldfunktion f(z) = f(z 4 iy) = P + iQ zu. Bei

den komplexen Funktionen treten an die Stelle der Integrabilitdtsbedingung die CAUCHY-
RIEMANN’schen DGL:

fz) = P +iQ,
PJ: = _Qy7
Qz = Py.

Definition 2.9. Eine Stammfunktion F'(z) von f(2) heiit komplexes Potential des Feldes.

Bemerkung. Mit
F(2) =U(z,y) +iV(z,y)

ergibt sich
f= F,(Z) - Ux(xay) + ivx(xay)

U,=P }:{UJC:P
V,=—-Q=-U, U,=Q

Der Realteil des komplexen Potentials ist also das reelle Potential des Feldes.

und weiter
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2.2.4. Zusammenfassung

e Ist f in einem Gebiet G differenzierbar, so ist f holomorph in G.

e Ist f in einem Gebiet G differenzierbar, so ist f analytisch in G, d.h. in konvergente
Potenzreihen entwickelbar. Dabei muss der Konvergenzkreis aber als gesamtes im Gebiet

G liegen.
e Mit f =u+iv und u = u(x,y), v = v(z,y) ergeben sich die CAUCHY-RIEMANN’schen
DGL
Uy = Vy,
Uy = —Vg

e 1 und v sind genau dann harmonisch, wenn Au = Av = 0 gilt.

e Das ebene Vektorfeld E = E(z) ist quellen- und wirbelfrei, wenn f(z) = E(z) holomorph
ist.

2.3. Elementare Funktionen in C

2.3.1. Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist definiert als

Sie ist holomorph, ihr Konvergenzradius ist R = oo.

2.3.2. Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sind im Komplexen definiert als

e* + e ? 0 z2n
cosh z = — o)’
n=0 ( n)
) 6% — e~ 7 o Z2n+1
sinhz = —— = ,
2 < (2n+1)!
12 iz 2n
cosz:i: (_)"Z ,
2 o (2n)!
eiz _ e iz 0 z2n+1
sing = ——— = 1"
2i n:O( ) (2n +1)!

Bemerkung. Es ergeben sich die gleichen Reihenentwicklungen wie im Reellen, die Funk-
tionen stimmen also mit den iiblichen Definitionen (im Reellen) iiberein.
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Satz 2.9 (Permanenzprinzip der elementaren Funktionen).
Alle tiblichen Formeln aus dem Reellen bleiben auch in C erhalten, es gelten also EULER’sche
Formel, Additionstheoreme usw.

BEWEIS. Die Begriindung folgt aus dem Identitéitssatz, da R eine Teilmenge von C ist. U
Beispiel 2.10. Berechne e = ¢*t%. Es gilt
e = cos ¢ + i sin ¢.
Aus den Rechenregeln fiir Potenzen ergibt sich
et = . e = e¥(cos y + isiny).

Folgerung. Da die Winkelfunktionen periodisch mit Periode 27 sind, heifit das, dass auch
die Exponentialfunktion periodisch ist, weil

ez+2k7ri — ?
gilt.
2.3.3. Nullstellen der Exponentialfunktion
Aus e* = 0 folgt

e’ cosy =0,

e*siny = 0,

was aber nicht gleichzeitig erfiillt sein kann. Die Exponentialfunktion besitzt also auch im
Komplexen keine Nullstelle.

2.3.4. Nullstellen der trigonometrischen Funktionen

Die Ermittlung erfolgt auch hier wie im Reellen:
sinz=0oe?=e ¥ o =1=¢e"=1= w=2kni,

somit
z=kmn, k€.

Analog ergibt sich fiir die Nullstellen des Cosinus

z:g(2k+1),kez

Bemerkung. Man beobachte, dass im Komplexen

cos(iz) = cosh z,

sin(iz) =i sinh z

gilt.
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2.3.5. Weitere trigonometrische Funktionen

Fiir die Tangensfunktionen gelten die im Reellen iiblichen Definitionen

sin 2z
tan z = ,
CoS 2
Cos z
cot z = — ,
sin 2z
sinh z
tanh z = ,
cosh z
cosh z
coth z = — .
sinh z

Definition 2.10. Das Holomorphiegebiet ist der grofite mogliche Definitionsbereich, in dem
eine Funktion f(z) holomorph ist.

Im Fall der obigen Funktionen ist das Holomorphiegebiet ganz C ohne die Nullstellen des
Nenners, beim Tangens also

3 3
{ZGC,Z¢ {’_57‘—7—%7%757‘—7}}

Fiir den hyperbolischen Tangens ergibt sich als Einschrankung fiir das Holomorphiegebiet die
Bedingung cosh z = 0, die im Reellen nicht erfiillbar ist. Im Komplexen dagegen gilt

cosh z = cosh(—2z) = cosiz.

Die Nullstellen des Cosinus aber sind

iz = (2k + 1)<,

2

somit
77
5"
Die Nullstellen des hyperbolischen Cosinus liegen also auf der imagindren Achse.

2= —i(2k + 1)

Bemerkung. Der hyperbolische Cosinus ist periodisch entlang der imagindren Achse.

Die Ermittlung des Holomorphiegebiets fiir die Cotangens-Funktionen erfolgt analog durch
Ermittlung der Nullstellen der entsprechenden Sinusfunktionen.

2.3.6. Komplexer Logarithmus

Der Logarithmus stellt die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion dar. Da wir aber wissen,
dass die Exponentialfunktion in C periodisch ist, existiert keine eindeutige Umkehrung im
ganzen Definitionsgebiet.

Um hier eine Losung zu finden, zieht man die Polardarstellung einer komplexen Zahl zu
Hilfe:

2 = 7€' = r(cos ¢ + isin p)
mit
r=lz|,

Y = arg z.
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Nun sei als Hauptwert des Arguments der Wert
—rT<Argz=p <7

festgelegt, d.h.
arg z = Arg z + 2km.

Dies fiihrt (fiir  # 0) zu folgender
Definition 2.11.
logz =1Inr +iargz =Inr + i Arg z + 2kmi; keZ.

Bemerkung. Der Logarithmus ist im Komplexen eine mehrdeutige Funktion fiir beliebige
ganzzahlige k. Fiir jedes k gibt es einen Wert (Zweig) des Logarithmus. Als Hauptwert des
Logarithmus bezeichnet man den Wert

Logz=1Inr +1i Argz.
Beispiel 2.11.

Log(—2) =In2 +im
Log(—1) =Inl+ir =inm
T 7T
Logi=Inl+i-=1i=
og1 nl—+z 5 7 5
Es gelten die iiblichen Rechenregeln, z.B.

logz1 +1logze =1Inry +Inry + i(arg z1 + arg z9) = log(z122)

In(rire) arg (z122)
Diese Formel stimmt aber nicht fiir Hauptwerte im allgemeinen!

Beispiel 2.12.

Log(—1) + Log(—1) = 21,
Log((—1)-(=1)) =In1=0.

Bemerkung. Fiir positive reelle Zahlen wird log z = In z, fiir z = 0 ist der Logarithmus auch
im Komplexen nicht definiert.

Etwas eigenartiger ist das Holomorphiegebiet des Logarithmus gestaltet. Da Arg z unstetig
entlang der negativen reellen Achse ist, ist hier auch der Logarithmus nicht holomorph. Als
Holomorphiegebiet ergibt sich daher die geschlitzte Ebene, das komplexe Gebiet ausgenommen
0 und die negative reelle Achse:

C=C\R;.
Die Uberpriifung der Holomorphie kann durch die CAUCHY-RIEMANN’schen DGL erfolgen:

Log z = In\/z2 —i—y2—|—iarctang.

——— Z,

u(z,y) i v(2,y)
Die angegebenen Funktionen sind aufler im Nullpunkt unendlich oft differenzierbar.

Eine Interpretation kann iiber das logarithmische Potential gegeben werden. Stellt man

sich im Punkt zg = 0 eine punktférmige Ladung vor, so erhélt man mit der Feldfunktion

f(2) = —1 ein komplexes Potential mit I’ = f.
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Bemerkung. Log z ist Stammfunktion von % in C.

BEWEIS. Sei F(z) = Log(z).

F'(2) = ug + v, =

T .y 1 1
~

— 1 = =
24y 22+ xtdy O

Wir erhalten also das komplexe Potential F(z) = —Logz = —(Inr + i Arg z), die Aquipo-
tentiallinien ergeben sich als konzentrische Kreise um den Nullpunkt aus Inr = const., die
Feldlinien als Strahlen von 0 ausgehend aus Argz = const..

Bemerkung. Es gilt auch allgemein, dass sich Aquipotenziallinien und Feldlinien in Wirbel-
freien Feldern immer unter einem Winkel von 90° schneiden.

Bemerkung. Da Argz = arctan £ nur im 1. und 4. Quadranten gilt, muss man im 2. und
3. Quadranten von einer verdnderten Definition ausgehen:

Arg z = arctan LA
x

2.3.7. Potenzfunktionen

Definition 2.12. Die allgemeine a-Potenz ist im Komplexen als

SO — O log 2z

definiert

Diese Definition stellt an sich keine Neuigkeit dar, muss aber weiter untersucht werden: Man
stellt fest, dass die Potenz keine eindeutige Funktion ist, da der Logarithmus im Komplexen
nicht eindeutig ist. Man definiert daher auch hier einen Hauptwert:

Definition 2.13.

20— eaLogz.

Wie gewohnt bleiben auch die iiblichen Rechenregeln erhalten, wie z.B. beim Differenzieren:
1 «

d _
_za:ealogza__zza._:aza 1
dz z z

Potenziert man mit einer ganzen Zahl, so erhélt man wie gewohnt ein eindeutiges Ergebnis:

m _ emlogz _ em(log\z\+i<p+2k7ri) _ em(log\z\Jriap) . 62k7m'-m
N——"
=1vmeZ

z

Ahnliche Uberlegungen lassen sich in Hinsicht auf die Berechnung von Wurzeln anstellen. Die
Quadratwurzel ergibt sich aus

1 .
5logz  kmi

1 1 1 i 1 ;
\/E: 22 — 6210gz _ 62(1ogz+2k7rz) _ 6210g2+k7m e

=€

Der Faktor e#™ kann zwei verschiedene Werte anehmen, némlich +1 und —1. Man erhilt also
zwei Losungen, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden. Fiir die m-te Wurzel ergeben sich
dazu analog m verschiedene Werte:

Der entsprechende Hauptwert ergibt sich aus k& = 0.

Bemerkung. Fiir die Hauptwerte ist das Holomorphiegebiet wieder C.
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2.3.8. Arcus- und Areafunktionen
Arcuscosinus

Aus der Definition des Cosinus iiber die Exponentialfunktion w = cosz =
Umkehrfunktion berechnet werden:

2w = €% e
1
2w=u+ —
u
u? —2wu+1=0
u=w+Vw?-1
e =w+ Vw2 -1
izzlog(u)i w2—1)
z:—ilog(w:t w2—1>.

Damit ist

arccos w = —ilog <w + Vw? — 1) )

Es handelt sich wieder um eine mehrdeutige Funktion. Der Hauptwert ist

Arccosw = —i Log (w + Vw? — 1) .

Arcussinus

et?

Die Ermittlung der Umkehrfunktion des Sinus w = sin z =
arcsinw = —ilog (iw +v1-— w2> .

Der Hauptwert ist hier
Arcsinw = —i Log <z'w +V1- w2) )

Arcustangens, Arcuscotangens

ezz +e—zz
2

Die zusammengesetzten Funktionen kénnen analog zu oben berechnet werden.

Areasinushyperbolicus

. . . . . Z_p—%
Wie bei den Arcusfunktionen erhilt man aus sinhz = £ 28

eine quadratische Gleichung, deren Losung die Umkehrfunktion ergibt:

arsinh w = log (w +Vw? + 1) :

Der Hauptwert ist
Arsinhw = Log <w + Vw? + 1) .

28
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2.4. Komplexe Kurvenintegrale

Gegeben sei eine komplexe Funktion w = f(z) = u(z,y) + iv(x,y), sowie eine Kurve C' im
Komplexen, die durch eine Parameterdarstellung v = ~(t) = <x(t)> mit a <t < 3 gegeben

y(t)

sei. Voraussetzung dafiir, dass ein Kurvenintegral in diesem Fall wie im Reellen berechenbar
ist, ist, dass die Kurve stiickweise stetig differenzierbar ist. Dann gelten folgende Definitionen:

Definition 2.14.
dz = dz + i dy,
dz = &dt +iydt = (& + iy) dt = 2dt.

Definition 2.15.

IRCCE /faﬂz) () dt

Daraus folgt in kartesischen Koordinaten

/Cf(z)dz:/c(u—i—iv)(dx—i—idy):/Cud:v—vdy—ki/vdaz+udy.

C

Es sind also zwei reelle Kurvenintegrale zu berechnen.

Beispiel 2.13. Gegeben sei die Funktion f(z) = 22, sowie die Kurve z(t) = (1 + 4)t mit
0 <t < 1. Das Kurvenintegral berechnet sich daraus als

[t?’r _a+d?
0

/Cf(z)dz:/CzQ(t)-z(t)dt:(1+i)2/1t2(1+i)dt:(1+i)3 3 3

0

Bemerkung. Besteht die Kurve aus mehreren Stiicken, so werden die Kurvenintegrale {iber
die Teilstiicke einfach addiert.

Bemerkung. Obiges Kurvenintegral kann natiirlich auch auf eine andere Art berechnet wer-
den, indem man die reellen Teilintegrale auswertet, und zwar mit den Funktionen

u(x,y) = xQ - y27
v(z,y) = 2zy.

Das Kurvenintegral ist dann

/f(z)dz:/udm—vdy+i/vdx+udy.
C C C

2.4.1. Rechenregeln

Es gelten die bekannten Rechenregeln.
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Linearitat

/[f(Z) +g(2)] dz = /f(z) dz +/g(z) dz.

/af(z) dz = a/f(z) dz.

Dreiecksungleichung

‘ / () d=

|dz| = |dz +idy| = \/dx? + dy? = ds

(der Definition fiir das Bogenelement) erhilt man ein reelles skalares Kurvenintegral

[1s@lazt = [ 1) ds.

Daraus ergibt sich, dass fir M > max |f(z)|

‘/f(z) dz

< / £z,
Mit

gM/d,S:M-Lénge von C
gilt.

Stammfunktion

Sei F' eine Stammfunktion von f in einem Gebiet, das die Kurve
Ciz=2z2(t),a<t<p

enthélt. Dann gilt

/ _ p ,Z .3 — Bi z = z — Z\
/Cf(Z)dZ—/CF(Z)dZ—/a F(x(1)) <t>dt—/a F(=(t)) dt = F((8)) — F(z(a)).

Beispiel 2.14. In obigem Beispiel ergibt sich so mit

f(z):z2:>F(z):§

142 .
/Zde: f :(1+Z)3
c 3 1o 3

Bemerkung. Wie bereits bekannt, gibt es fiir die Funktion f(z) = 2" zwei verschiedene

Stammfunktionen: .
F(2) - {fm firn # -1,

Logz firn=—1.

fiir das Integral
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Folgerung. Falls f eine Stammfunktion in einem Gebiet besitzt, das die geschlossene Kurve

C enthalt, dann ist
7{ f(z)dz =0.
C

Daraus ergibt sich, dass bei obiger Funktion fiir n # —1 das Ringintegral

%z"dz:O
C

ergibt, nicht aber fiir n = —1, da fiir den Logarithmus der Nullpunkt aus dem Holomorphie-
gebiet ausgenommen ist. Das Ringintegral ergibt hier

dz 2T Riet dt 2 ,
fe;: ; 7R€it :/0 1 dt = 2mi.

2.4.2. Integralsatz von CAUCHY

Satz 2.10. Sei f(z) holomorph in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet und sei C' eine
geschlossene Kurve im Gebiet. Dann gilt

740 f(z)dz = 0.

BeEWwEIS. Ein Beweis ergibt sich sofort aus den reellen Integralen (siche Gleichung 2.4), in-
dem man die CAUCHY-RIEMANN’schen DGL als Integrabilitdtsbedingung beniitzt und den
STOKES’schen Integralsatz anwendet.

Bei Ringgebieten mit dem dufleren Rand C; und dem inneren Rand C5 verdndert sich diese
Formel zu

f(z)dz = f(z)dz.
Cy Cs

Um dies einzusehen, berechnet man einfach zwei getrennte Ringintegrale nach folgender Auf-
teilung:

=
CA _U
Da es sich bei beiden Kurven um geschlossene Kurven handelt, ergeben beide Ringintegrale

72 f(z)dz = }{B F(2)dz = 0.

Addiert man nun beide Ringintegrale, so erhélt man nichts Anderes als die Summe der beiden
Ringintegrale von duflerem und innerem Rand, da sich die Stiicke, die das Gebiet durchqueren,
aufgrund ihrer entgegengesetzten Orientierung aufheben, er ergibt sich die obige Formel. [
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Als weitere Folgerung ergibt sich die CAUCHY ’sche Integralformel (CIF):
Satz 2.11. Sei f holomorph in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G und zy ein
Punkt aus G. Dann gilt fiir eine Kurve in G, die zg einmal umrundet:
1 z
flz0) = 5 S ds.
T Jo 2z — 2o

BEWEIS. Der Wert dieses Integrals ist von C' unabhéngig, solange zy im Inneren von C' liegt.
Daher gilt

Q) o f SO g FfC) ., f fe)
CZ— 20 Oy 2 — 20 o, Z— 20 0y 220
- —T

Das zweite Ringintegral ist sehr einfach zu berechnen:

d Z—Z20i=w d .
B f0) 2 ) S = 2mif o)

Nun ist noch zu zeigen, dass I; gegen Null geht. Dies gelingt mit Hilfe der Tatsache, dass der
Differenzenquotient fiir z — 2y bei holomorphen Funktionen gegen den Differentialquotienten
geht und daher beschrankt ist. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich daher

1)~ £
Z— 20
und weiter
|I] < M - Lénge von Cy = M - 27e.
Dieser Wert geht aber fiir € — 0 ebenfalls gegen Null. O

Folgerung. Ein wirbel- und quellenfreies ebenes Feld in einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet ist eindeutig durch die Vorgabe entlang einer Randkurve C' bestimmt, und zwar als
»Integralmittelwert®.

Folgerung. Durch Differenzieren unter dem Integralzeichen erhilt man auch die Ableitun-
gen:

f(z0) = QLM z—(—zz)o dz,
Feo) = 5 § Hs e
F1e0) = 5o § T E s
Fe0) = 5

und allgemein

f(n)zﬂy{( flz) o

2mi J (2 — zo)"H T

Bemerkung. Daraus resultiert eine Methode zum Berechnen von Integralen, die ansonsten
mittels Parametrisierung berechnet werden miissten, was in der Regel sehr arbeitsaufwendig
ist.
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2.5. Residuenkalkiil

Beispiel 2.15. Es soll das reelle Integral
27
I= / cos x dx
0

mit p € N berechnet werden. Dazu driickt man den Cosinus gemé&fl Definition durch die
Exponentialfunktion aus cosx = % und substituiert z := €** mit 0 < x < 27. Man

erhalt
1 1\ —i ) 1 /2 dz
= Z N p . L2p—1 2 (4P R Rt
e [ (1) a2 (V) ) T

Wegen § 2" dz = 0 fiir n # —1 fallen alle Integrale bis auf §|Z|:1 % = 27i weg, das Gesamtin-
tegral ist daher

1= <2P> dz _ <2§> T (2p)n

T p) 2 2271 (ph)22%p—1°

2.5.1. LAURENT-Entwicklung und Residuum

Definition 2.16. Ist f in einem Gebiet G bis auf zy holomorph, so lédsst sich die Funktion f
in einer eindeutig bestimmten LAURENT-Entwicklung

darstellen. Dabei ist
1 f(z)dz
ar = — | ——————.
YT omi ) (2= z)Ft]

Die LAURENT-Reihe reduziert sich auf eine Potenzreihe, falls a;, = 0 fiir alle & < 0. In diesem
Fall existiert an der Stelle zg eine hebbare Liicke, die Funktion f ist auf ganz G holomorph.
Existiert dagegen ein a_, # 0 mit a_,,_1 = a_p_o = .-+ = 0, dann wird 2y als Polstelle
bezeichnet.

Beispiel 2.16. Die Funktion

1 z 1 z z

I = A T Ty 2= o1 T a9 2+ )

besitzt an den Stellen z; = —1, zo = ¢ und 23 = —i je einen Pol erster Ordnung.
Definition 2.17. Der Koeffizient a_; wird als das Residuum bezeichnet.

Es kann berechnet werden, indem man eine Funktion f mit einem Pol n-ter Ordnung mit
(z — z0)"™ multipliziert und anschlieBend wiederholt differenziert:
1 d" (2 — 20)"f(2)]

Resf=a_1 = 1) Zli)rrzlo o1

Mit Hilfe des Residuums lassen sich einfach Integrale berechnen. Man verwendet dazu
folgenden
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Satz 2.12 (Residuensatz).

7{ f(2)dz = 2mi Zn(C, z;) - Res[f; 2],

c =

wobei n(C, zj) die Anzahl der Windungen ist, die die Kurve um den Entwicklungspunkt z;
vollfithrt. Uber die Entwicklungspunkte zj wird summiert.

Beispiel 2.17. Sei die Funktion
1
I

f(z)
. LA _ 14 o —l4i S [ e
gegeben. Thre Pole erhélt man aus z* +1 =0, d.h. z; = N R R R R vk

<.

Das Residuum ist

Res|f; z1] = zh—>HZl1(Z —21)f(2) = (21 — 22) (21 1 z3)(21 — 24)

Dies entspricht aber, wenn man den Zahler der rationalen Funktion mit A(z) und den Nenner
mit B(z) bezeichnet, auch folgender Darstellung:

AR
Reslfsz1] = Jim 556y
zZ—2Z21

Dieser Grenzwert kann mit Hilfe der Grenzwertséitze und der Tatsache, dass es sich bei Zéhler
und Nenner um holomorphe Funktionen handelt, berechnet werden. Er ist

A(Zl) A(Zl)
R . — = .
slfiz lim, ., ZEEZE (=)

Da B’(z1) aber nur fiir Pole 1. Ordnung ungleich Null ist, gilt diese Beziehung im Gegensatz
zu obiger allgemeiner Darstellung nur fiir Pole erster Ordnung;:

A(Zl)

B'(z1)

Res[f; 21| =

Beispiel 2.18 (Fortsetzung).

Res[fiz1] = —= =
4.

Analog dazu ist
1 1—1
Res|f; z2] = — = .
1 22] 4. egTZ 4\/5

2.5.2. Berechnung von reellen Integralen

Beispiel 2.19. Sei das Integral iiber die obige Funktion und einen Halbkreis mit Radius R
in der komplexen Zahlenebene zu berechnen. Nach dem Residuensatz gilt

—21'_ T

2
dz
féz‘l—i—l mj; es(f; 2] i VARG

Dabei werden natiirlich nur die Pole innerhalb der Kurve beriicksichtigt; in diesem Fall sind
es, wie oben angefiihrt, zwei Stiick.
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Beispiel 2.20 (Normierung der STUDENT-Verteilung). Gegeben sei die Funktion

__+r _r_r
& =3p =% (2 +1)

Aus dieser Funktion ergibt sich durch Normierung die bereits aus der Statistik bekannte
STUDENT-Verteilung. Normierung bedeutet dabei, dass eine Dichtefunktion entsteht, indem
man die Funktion mit einem Faktor derart multipliziert, dass das uneigentlichen Integral
ffooo f(2)dz =1 ergibt. Dazu berechnet man das uneigentliche reelle Integral

7 / & dz
S (@24 3)%
Da es sich um ein Nennerpolynom 4. Grades handelt, muss es vier Nullstellen geben. Durch
Nullsetzen des Nenners erhélt man aber

22+3:0=>2’172:i\/§i.

Es handelt sich also um Pole 2. Ordnung. Das Residuum muss daher mittels unbestimmten
Ansatzes bestimmt werden:

1L C»n  Ca
(2243)?  (2—V3i)2 (2 —V3i)

Man multipliziert nun mit (z — v/3i)? und erhilt

+Co+C1(z — V3i) + -

m:C—2+C—1<z—¢§z‘>+co<z_¢§z-)2+....

Nun setzt man z = v/3i ein und erhélt

Nun differenziert man zur Bestimmung des Residuums den unbestimmten Ansatz einmal:

ﬁ:(jq—l-ZCo(Z—\/gi)—i----.

Es wird wieder z = v/3i eingesetzt, und es ergibt sich das Residuum
-2 =2 i
(2v/3i)3  8-3V/3 12¢/3

Analog verfihrt man fiir den zweiten Pol.

Cc_, =

Bemerkung. Der unbestimmte Ansatz liefert schrittweise alle Koeffizienten C_;, C_j41, ...,
C_1, also den Hauptteil der Funktion.
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Beispiel 2.21. Gesucht sei das Integral

27
R(cos z,sinx) dx.
0

Dazu verwendet man ‘ ‘ , ,

eZZB + e*ZZB . elfl’ _ e*lfl’

cosr = ——, sing=——"-—

2 21

und substituiert p
z=¢e" dh dz=ie"dr = dx = —,

1z

Dann berechnet man das entstandene komplexe Kurvenintegral iiber den Residuensatz:

27 k
/ R(cosz,sinx) dx = (2)dz = 2mi Z Res[f; z;].
0

|2[=1 j=1

2.5.3. Uneigentliche reelle Integrale

/_Z f(z) da

Wenn man ein Integral

berechnen will, so muss vorausgesetzt werden, dass |z- f(z)| gleichméBig gegen Null geht
fiir z — o0o. Dabei ist es unerheblich, in welche Richtung das Wachstum gegen Unendlich
durchgefithrt wird, es muss fiir jede beliebige Richtung gelten. Bei rationalen Funktionen ist
dies sichergestellt, wenn der Grad des Nenners um mindestens zwei grofler als der Grad des

Zahlers ist.
Beispiel 2.22.

1

f(Z):m-

Die Gradbedingung ist, wie leicht nachgepriift werden kann, erfiillt. Es wird nun iiber einen

Halbkreis mit Radius R integriert. Man erhélt

o0 dz T 1 ;
dz = ——— . Re'' dt.
fef(Z) z /_OO (22 + 3)2 +/t0 (R2e2it 1 3)2 €

Ir

Nun gilt aber

™R 1

Dieser Ausdruck geht aber fiir wachsende R gegen Null. Somit kann das uneigentliche Integral
selbst nach dem Residuensatz berechnet werden. Innerhalb des Halbkreises liegt nur einer der

beiden Pole, daher gilt

- dz ' . T
/OO m = 2mi Res[f;V/3i] = Wﬁ
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2.6. FOURIER-Transformation

Wiederholung: FOURIER-Reihen im Komplexen Sei f(x) eine 2L-periodische Funktion.
Dann ist

L L

1 nmw

= Z/f(x) cos Txdw,
1

= f/f(x)sinn%xdx.

Driickt man nun Sinus und Cosinus durch die Exponentialfunktionen aus, so erhélt man

flx) = % + % Z [an (ei%x + e‘iLﬁTx) — by, <ei%x — e_i%x)} =
= + Z —iby)e" T + = Zan+zb) T =

[e.e]

nmi
:E cpe L 7.

—00

o
flx) = % + Z <an cos L+ by, sin n—ﬂx>
n=1

mit

Die Koeffizienten werden aus den bekannten Formeln berechnet:

2¢, =

n — by
= /f cos—xdx—z—/f sm—xdaz—

/ f(x cos —x—zsm fﬁﬂ} dr =

= Z/f(x)e—"—fmdx.
= / F@)eF d.

FourieEr-Darstellung nicht-periodischer Funktionen.

Eine beliebige Funktion kann als periodische Funktion mit unendlich grolem Periodenintervall
angesehen werden. Fiir ein gegebenes Intervall zerlegt man dieses in ein Raster. Mit der
Abkiirzung u = “* erhélt man eine Hilfsfunktion

L
Cr(u) = % /_Lf(x)e_“ix dx.

Daraus ergibt sich fiir die FOURIER-Koeffizienten auf [—L, L]

Damit gilt

Cp = %CL(un).
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Die Lange des Zerlegungsintervalls ist
T
Aty =Upt1 —up=(nN+1)= —n— =

Nun kann eine FOURIER-Reihe (auf [—L, L]) entwickelt werden:
e .
flz) = Z Cr(up)e™™* Auy,.
n=—o00

Diese Summe konvergiert fiir L — oo gegen das Integral

o) = % / Z F(@)e ™ dg

und man erhélt das FOURIER’sche Integral
f(z) :/ c(u)e™® du.

Satz 2.13. Sei f(z) eine auf (—oo, 00) definierte Funktion und dort integrierbar, d.h. “stark
abklingend”. Dann ist f darstellbar als

o .
f(zx) :/ c(u)e"™ du
—0oQ

mit
R 1 /OO —iua:d
) = fu) = 5- | fa)e
Bemerkung. “Bandbegrenzte Funktionen”, d.h. solche Funktionen, deren FOURIER-

Transformierte nur in einem Intervall [A, B] von null verschieden sind, erfiillen obige Vor-
aussetzung.

Definition 2.18. f(u) heiBt die FOURIER-Transformierte von f. Schreibe

j=Ff.
Es handelt sich dabei um eine lineare Transformation, d.h. es gilt

F(f+9)=Ff+7Fg,
Fla-f)=a-Ff.

Bemerkung. Die Umkehrformel ergibt sich aus

o0 ~ . —  ~_
f@)= [ fue do =20 7(F)
—00

fiir eine reellwertige Funktion f. Eine Bezeichnungsweise ist auch

flz)=F7'f.
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Folgerung. Die FOURIER-Transformation ist eine eindeutig umkehrbare Integral-Trans-
formation:

Fl=9orF.
FHz) = 2nF(—x).

Beispiel 2.23. Die DIRICHLET sche Sprungfunktion ist definiert als
1 fiir 2] <1,
fz) = )
0 fiir |z| > 1.

Hier ist

1
c(u) (u) = % /1 e dy =

1 ; — .
1 e e —e ™  sinu
= —e = == .
2miu 1

2miu U
Die Funktion ist also o .
sinu
f(z) = / —e" du.
oo TU

Bemerkung. Das FOURIER’sche Integral an der Sprungstelle dieser Funktion hat den Wert

flz+0)+ f(z—-0)
2

Folgerung (fiir x = 0).

o o
1:/ Smudu=>77:/ Smudu.

o U oo U

Dieses Integral findet Anwendung in der Signalverarbeitung.

Beispiel 2.24. Die CAuCHY-Verteilung besitzt eine Dichtefunktion

1

fo=rra

Durch eine FOURIER-Transformation erhélt man die sogenannte Charakteristik der Verteilung:

. 1 [e's) e—iua:

flu) = — / —— dx.

21 J_ oo 1+ 22

Dies ist ein uneigentliches Integral vom Typ €™ - f(x), dessen Losung mit dem Residuensatz
gelingt. Die Voraussetzung ist erfiillt, da die Funktion, mit der multipliziert wird, fiir wach-
sende x sicher gegen Null geht. Als Losung ergibt sich iiber eine Fallunterscheidung (u < 0

und v > 0) und daraus
a 1
flu) = §€7|u‘-
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Satz 2.14 (Abtastsatz von SHANNON). Sei f eine bandbegrenzte Funktion, deren
FOURIER-Transformierte f nur auf dem Intervall [—b, b] von Null verschiedene Werte besitzt.

Dann gilt fiir alle 7' € (0, %)

flz)= i f(ET) sinc (%(w — /<:T)>

k=—o00

o siny . . .
wobei sincy := —= den Sinus cardinalis bezeichnet.

BEWEIS. Wegen 0 <T' < il folgt, dass f nur auf dem Intervall [—%, %] von Null verschieden
ist und auf ganz R integrierbar ist.
Mit
F 1 > —iux d
f) =5 [ f@y e a

gilt .
f@) = [ fw) e du

Wir betrachten jetzt die zwei zunéchst auf dem Intervall [—%, %] definierten Funktionen

A~

F(u) = f(u) und G,(u) = e~ und setzen sie dann ill —periodisch auf ganz R fort.

Die FOURIER-Entwicklung dieser Funktionen liefert die Koeffizienten

VT (T et VT
Bo= g [ J0 € au= st
w/T ) ‘ ‘ T
Gm,k — @ / e*luxezukT du = @;efz(mfkT)u /
T Jom/T 2 —i(x — kT) )T
= ———— sin|(=(x —kT)) = —=sinc | =(z — kT
VI T (1) (70 ~¥D) = eine (e 7))

Damit folgt jetzt fiir die Funktion f die Darstellung

~

(z) = / o f(u) e de = / o F(u)Gy(u) du

—7/T —7/T

Unter Verwendung der PARSEVAL-Gleichung (siche Mathematik B) folgt daraus schlieflich

flx)=27 Z F.Gpp = Z f(kT) sinc <%(m - k:T))
k=—00

k=—00
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2.6.1. Anwendung auf Probleme bei partiellen Differentialgleichungen

Man bestimme die Losung des DIRICHLET’schen Randwertproblems bei der Potentialglei-
chung fiir die Halbebene y > 0.

AU = Ugy + Uyy = 0 —o0o <z <oo,y >0,
u(z,0) = f(x) —00 < x < 00,
u beschrankt fiir y — oo, u, uy — 0 fiir |z| — oo.

FouRrIER-Transformation von u(x,y) bzgl. x:

ﬂmmmszww:i/mumwewﬁ

27 J_ o

Flu] = % / et y)e i€ dt = % <u(t,y)e—fft|i°oo i€ /_ Z u(t, y)e i€t dt) — (i6)Flu]

Fluze) = (1€)*Flu] = =€°U(&,y),  Fluyy] = Uy
Daraus ergibt sich die Differentialgleichung
Uyy — fQU =0

mit der Losung

U(&,y) = A()eY + B(§)e ™.

Da u fiir y — oo beschrénkt ist, muss auch U beschrénkt bleiben fiir y — oc.

1. €>0: A(¢) =0, d.h.
U(&y) = B(&)e ™.

2. €< 0: B(¢) =0, dh.
U(&y) = A(§)e.

Somit gilt U(£,0) = B() fir £ > 0 und U(&,0) = A(§) fiir £ < 0, also
U(E,y) =U(E0)e b, ¢eRr.
Mit
U(¢,0) = Flu(z,0)] = F[f(z)]
folgt

U(§7y) _ % /_OO f(t)e—ifte—\ﬂy dt.

Die inverse Transformation liefert schlie3lich

u(z,y) = % /_ T ( /_ > Llie-0]-lély d§> 0

Yy [ f(@)
‘w[mm—W+¢dt
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2.7. LAPLACE-Transformation

Definition 2.19. Fiir eine geeignete Funktion f(t) ist die LAPLACE-Transformierte F'(s)
definiert als

L{f(t)} =F(s):= /000 ft)e ®dt, s >0

Dabei wird s als Transformationsvariable bezeichnet.

Definition 2.20. Eine Funktion f(t) ist von exponentieller Ordnung fiir t — oo, falls
eine Konstante a > 0 existiert, sodass

e " f(t)
beschrankt ist fiir alle ¢ > T, d.h.
|f(t)] < M-e™, M > 0.
Schreibweise: f(t) = O(e™) fiir t — oo

Beispiel 2.25. Die Funktionen t*, sinbt, tFe cosbt, tFe® sinbt mit k, a, b € R sind von
exponentieller Ordnung.

Satz 2.15. Sei f stiickweise stetig in [0, 7] fiir 7" > 0 und sei f von exponentieller Ordnung,
d.h.
f(t) = O(e™) fiir t — oo.

Dann existiert die LAPLACE-Transformierte F'(s) von f(t) fiir s > a, sie ist eine analytische
Funktion.

Voraussetzung. Das uneigentliche Integral existiert, also etwa | f(t)] < M e* mit Konstanten
M und a.

Satz 2.16 (LApPLACE-Umkehrformel). Sei f auf [0, 00) definiert und hochstens von expo-
nentiellem Wachstum, d.h. |f(t)] < Me™, und ¢ > a. Dann gilt fiir ¢ > 0 die LAPLACE-

Umkehrformel

1 c+io0o .
t) = — F td
=55 | Pletds
Begriindung. Man setzt f auf ganz R fort durch die Festsetzung f(¢) = 0 fiir t < 0 und
berechnet dann F'(s) fiir s = ¢+ iy,y € R:

F(s) = /OOO f(t)e stdt = /OOO f(t)eetrmt gy
= /OO (e_th(t)) e~ Wt = 2776*73/Fy)

wobei ~ die FOURIER-Transformierte bezeichnet.
Dann berechnet man das Umkehrintegral entlang der Geraden Re(s) = ¢

1 c+ioco 00 0o

1 —_— . —_— .
F(s)eSt ds = Py / 27Tefcyf(y)e(c+’y)tidy = ed/ eicyf(y)elyt dy = f(t)
i J_

21 00 —00

c—100

—e=et§ (1)

nach der FOURIER’schen Umkehrformel.
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Bemerkung. Damit ist die LAPLACE-Transformation eine umkehrbar eindeutige Transfor-
mation.

Beispiel 2.26. f(t) =c.

L{f(t)} = / ce Stdt = c- -1 et
0
Beispiel 2.27. f(t) =t.

L{fB)} = /OOO testt — — L. oot

Beispiel 2.28. f(t) =t*, a > 0.

L{t"} = /0 ety =€ L /0 g

SaJrl Safl

Speziell fir « =n,n € N:
n!
Beispiel 2.29. f(t) = e, a € R.

ey = [ et = [T et = -
0 0

S—a

0 1

a1
0 S—a

, S>a.

Beispiel 2.30. f(t) =sinwt, w € R.

w cos wt

= v,v = —lest

sinwt = u,u
efst

L{f(t)} =F(s) = /OOO sinwte *dt =

(e o]

sinwt _
7, st

w o
+ — / cos wt e *tdt
s Jo

S 0

coswt = u,u = —wsinwt
—st / _le—st
S

e = v =
w [ _ w  w?
—/0 sinwt e Stdt> == — —F(s),

w 1 PR
== —Zcoswte | —
0 s s

S S

somit
w

= F(s) = L{sinwt} = ——.
(s) {sinwt} o
Beispiel 2.31. f(t) = coswt, w € R.

S

L{coswt} = gﬁ{sinwt} = L{coswt} = ol

BEWEIS.

o o o M
/ f(t)e—stdt' < / |f(t)| e tdt < M/ e stdt = fir s>a
0 0 \,—/t 0 S—a
<Me®
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Satz 2.17 (Eigenschaften der LAPLACE-Transformation).

LN () + ng()} = AL{f (D)} + nli{g(D)}, A p e R (2.1)

L{e"f(t)} = F(s —a) mit L{f(t)} = F(s)
C{f(ct)} = %F (5).  e>o (2.3)

Mit der HEAVISIDE-Funktion

H(t—b) = {1 t2b
0 t<b
gilt
L{H{t—b)f(t—b)} = e »F(s),b>0. (2.4)
BEWEIS. Zu (2.1) Die Integration ist linear.
Zu (2.2)
L{ef(t)} = /0 et f(t)e stdt = /0 h F(t)e GVt = F(s — a).

Zu (2.3)

C{f(et)) = /0 " fetyestat

L)

e _1 _ L[ ke
Subst.: £ = ct dt—cdf‘ _C/o f(&e <~d¢

Zu (2.4)

L{H(t—Db)-f(t—0)} = /OOO H(t—b)f(t —b)e *dt = /boo 1-f(t—b)e *dt

Subst.: t —b=¢ dt:dg‘ :/OO f(&)e & ge
£=0
_ ,—sb > —sfd _ —st )
e [T p@e g = R

Beispiel 2.32.

i (22) 2 . 2y _ 2
L{e "t*} = GEIp mit  L{t*} = =z
Beispiel 2.33.
—t (22) w : - __ v
E{e smwt} = W mit E{Sll’l wt} = m

Beispiel 2.34.

. _ 2.1) 1 1 _

DN | —

1
s2—1"
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Satz 2.18 (Differentiation). f sei stetig, f’ stiickweise stetig in [0,7],T > 0, f(t) = O(e)
fiir ¢ — oo. Dann gilt

LI B} = s-L{f ()} = £(0).

BEWEIS.

—st _ —st —st 1 /
£ify = [ e ta = o[+ 5 [T et = 210+ 2ir0)
f(t) =u, u - f (t) [l

e St =1/ LU= ge_s.

Bemerkung.

£} = £{ - 1O} =5 LU0} = FO0) = s-(5- LU0} - 10) - /O
=" L{f(t)} —s- £(0) = F(0).
Folgerung.
L{f O} = 8- L{f()} = 8" (0) = s"72(0) — ... = f"7H(0).

Satz 2.19 (Integration). Ist F'(s) die LAPLACE-Transformierte von f(t), so gilt

E{Kﬂﬂm}:Fs

BEWEIS. f(t) = O(e*)

/Otf(T)dT

also existiert die LAPLACE-Transformierte von fo 7)dr. Damit gilt
d 0
E{f(t)}zﬁ{a/ f(T)dT}:s-E{/ f(T)dT}—/ f(r)dr
0 0 0
=0

Beispiel 2.35. Wir betrachten das Anfangswertproblem (AWP)

t t
g/mﬂng/ngM&
0~~~ 0

SMeat

y' =3y +2y=e¥  y(0)=0, y'(0)=0.
Sei ¢(t) eine Losung des Problems mit £{¢(t)} = ®(s). Dann gilt
L{"} = s7(s) — sp(0) — ¢(0) = ”®(s),
L{g'} = 5B(s) — 0(0) = 52(s),
1

ﬁ{egt} = E
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Damit folgt aus der Differentialgleichung

52®(s) — 35B(s) 4 2B(s) = Pt

daraus wiederum

1
@ frg
(5) (s2 —3s+2)(s —3)
und somit
1 1 1 1 1 1 1
t)=L Yo PBZ p—1) . _ L. L T
p(t) {®(s)} 5 1 T 3ty T3¢ ¢ t3e

Damit haben wir folgende Schritte zur Losung des AWP gemacht:

AWP 5 Algebr. Problem

1
o(t) <+ Losung @

Beispiel 2.36. Man bestimme die allgemeine Losung von y” 4+ 4y = 0. Setze y(0) = A,
y'(0) = B fiir A, B € R. Dann ist

LU + 40} = 0 (s) — 5p(0) = /(0) + 40(5) = $20(s) — 54 = B+ 40 (s) = 0.

Daraus folgt

o(s) = B gp(t)zﬁl{ As B }

s2+4 s2+4 2414
Es gilt
As s
-1 _ -1 _
;C {82—|—4} —AE {m} —ACOS2t,
B B 2 B
W —— V=t = U T inot
{32+4} 2 {32+22} g S
somit

@(t) = Acos 2t + Bsin2t, A, B eR.

Definition 2.21. Die Funktion
t
(F9)®= [ 7(t-gle)ie
0

heifit (endliche) Faltung der Funktionen f und g.

Es gelten folgende Rechengesetze fiir die Faltung:
1. fxg=g=x*f.

2. fx(gxh)=(fxg)xh.

3. fx(g+h)=fxg+ fxh.
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Beispiel 2.37. f(t) =t, g(t) =t.

t t 3 . 3
(f *9)(t) :/0 (t—&)¢&de = /0 (t& — €2)de = (%52 _ %) ‘O _ %
# [(t)-gt) = (f-9)(1)
Satz 2.20 (Faltungssatz). Es gilt

L{fxg} =L{f} - L{g} = F-G mit F=L{f},G=L{g},
LTYF-GYy=fxg.

BEWEIS.

o Lo (s o
/50/255 e §) dt dg = 5:09('5) (/tg e f(t—&)d >d§:

Subst: t—¢ = 17

dt = dn
= ~ = —s(n+¢) — > —s€ 3¢ > —s
oo ([ o ostnn) e = [ atereas [ sapean
= Gls) Pl

Beispiel 2.38. Betrachte das Anfangswertproblem

y' =3y +2y=f(t), y(0)=y(0)=0
mit
f(t) = O(e™) fiir t — oo.
Die LAPLACE-Transformation der gesamten Gleichung liefert

L{" = 3¢" + 20} = L{f},
§2® — 35 + 20 = F(s),

somit

B(s) = — )
(5) §2 —3s+2

und

ot) = L7 {B(s)) = £ {F<s> - ﬁ} = LUF(s) Gs)}.

Bekannt ist £71{F(s)} = f. Daraus folgt

Nz T =

— (fxg)t /f ot — € ds/f “6)de.
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Definition 2.22. Zunichst definiert man fiir e > 0, h > 0, a € R, a > 0, die Funktion

() h fir |t —a| <e,
A T |t —al > e.

Thre LAPLACE-Transformierte lautet

00 a+e h a+

L{p(t)} :/0 e Stp(t)dt :/ e St hdt = —ge_St i

a—¢ a—
_ _ﬁ <efs(a+e) _ efs(afs)> — _ﬁefas (efse _ ess)
S S e —

—2sinh se
= — sinh see™*°.
S

Jetzt wahlt man speziell h = % und erhélt fiir die Funktion

1 .
pelt) = 4 fir |t —al <e,
0 fir [t—a|]>e.

o] a+te 1
I. = t)dt = —dt = 1.
€ /_Oope( ) /a_5 %

Fiir e — 0 ergibt sich daraus die sogenannte DIRAC ’sche 0-Funktion §(t — a) mit den Eigen-
schaften

die Relation

0(t—a)=0 fir t#a und / o(t —a)dt =1.

—00

Thre LAPLACE-Transformierte lautet

1
L{6(t—a)} = ;I_I)I(l) L{p:(t)} = ?_}n% ge_as sinhes = e .

Speziell fiir a = 0 erhélt man £{J(¢)} = 1.
Beispiel 2.39. Betrachte
y'+2y +5y=0(t—1),  y(0)=1y'(0)=0.
Sei p(t) Losung. Dann erhalten wir wegen
L{p(t)} = &(s)

L{g/(t)} = s®(s) — ¢(0)
L{" (1)} = s2@(s) — 50(0) — ¢ (0)
die Gleichun
° $2D(s) + 25B(s) + 5P(s) = %,

woraus
e’ 2e~5

T 2+25+5 2((s+1)%+4)

(s)
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folgt. Wegen
£ {L} =sinwt, L{e"f(t)} =F(s—a)

52 + w?

und

L{H(t—b)f(t—b)} = e ¥ F(s)
folgt nun
o(t) = %H(t — e D gin2(t — 1).

Diese Differentialgleichung beschreibt z.B. die Schwingung eines gedampften Pendels, das
fiir 0 < ¢t < 1 in Ruhe ist, zum Zeitpunkt ¢; = 1 einen ,,Schlag”“ bekommt und dann wieder
ohne duflere Einwirkung gedamft weiterschwingt.

/\

\/\/

Produkt einer beliebigen stetigen Funktion f mit der §-Funktion

/ f()o(t —a)dt = hm/ pe(t) f(t)dt = hH(l) " 2—1€f(t)dt
® lim —2€f( *) = f(a).

e—0 2¢

2.7.1. Anwendung auf Probleme bei gew6hnlichen Differentialgleichungen

Mit Hilfe des Ableitungssatzes wird die DGL in eine algebraische Gleichung iibergefiihrt, die
in der Regel leichter zu l6sen ist.

Beispiel 2.40. Gegeben sei das folgende AWP!:

{ §—29+5y=0
y(0) = y(0) =1

Zur Suche der Funktion y(t) geht man dabei nach folgendem Schema vor:
1. Anwendung der LAPLACE-Transformation:
L[j] = 2L[y) + 5L[y] =
(s*F(s) = sy(0) = §(0)) = 2(sF(s) — y(0)) + 5F(s) = 0
Nun beriicksichtigt man noch die Anfangsbedingungen und erhélt

(2 =25 +5)F(s) =s+1—2

'Dieses AWP kann auch mit dem Exponentialansatz geldst werden.
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2. Losen der algebraischen Gleichung in F':

s—1
F(s) = ———
(s) s2—-2s5+5
3. Riicktransformation:
y(t) = L7[F]

Dazu zerlegt man den Losungsterm in seine Partialbruchzerlegung (PBZ). Die Nullstel-
len des Nennerpolynoms sind

2 —25+5=0=>s=1++y/1-5=1+2

Der allgemeine Ansatz bei der PBZ lautet daher

s—1 B A n B
s2—-25+5 s—(14+2i) s—(1—2i)

Die Faktoren A und B kénnen nach der Polmethode bestimmt werden?, man erhlt

1
A=B=—
2
Damit wird
1 1 1 1
=L"1|= -
y(t) 25— (1+20)  2s—(1—-2i)
1 1 1 1
— —ﬁ_l _£—1
2 s — (14 21) *y s—(1—21)
—— ——
a a/
Aus der Tabelle entnimmt man
1
F(s) = = y(t) =™
(5)= —— = y(t) =

und erhélt so _ A
e(1+2i)t + e(1-2i)t

y(t) = 5

Dieser Term wird mit Hilfe der EULER’schen Formel reell gemacht, die Losung ist

y(t) = e’ cos 2t.

sz; gegeben,

Wiederholung: Partialbruchzerlegung Sei eine beliebige rationale Funktion
wobei der Grad des Nenners grofler als der Grad des Zihlers sei. Sei ferner

Q)= (z—a) ... (2=

o

Dann ist

2Man setzt dazu s = 1 + 2i bzw. s = 1 — 24, sodass jeweils einer der Faktoren herausfallt.
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Beispiel 2.41. Gegeben sei die DGL

T

y///_y//+y/_y:e

mit den Randbedingungen
y(0) =y'(0) =¢"(0) =0
Sei ferner Y = L[y|. Die LAPLACE-Transformation ergibt

1
YVs2—Ys?4+Ys—Y =
s—1
Y-(3—32+s—1): 1
s—1
V(s = 1)(s +)(s — i) = —
s s+1)(s 2_3—1
1
Y:
(s —1)2(s+14)(s—1)
Der Ansatz fiir die PBZ ist
1 A B C D

(s =1)2(s+1i)(s —1) :s—1+(s—1)2+s—i+s+i

1=A(s—1)(s —i)(s+1) + B(s —i)(s + i) + C(s — 1)*(s + i) + D(s — 1)*(s — 9)

Nun fithrt man einen Koeffizientenvergleich durch:

$3:A4+0-B+C+D=0

s~ A+ B+ (-2+i)C+(-2—-i)D=0
s:A+0-B+(1—-2)C+(1+2)D=0
1:—A+B+iC+(—i)D=1

Damit erhélt man sofort A = —% und B = % (aus den Gleichungen 1 und 4). Durch Subtrak-
tion der ersten und der dritten Gleichung erhélt man

2IC-21D=0=C=D

und aus der Subtraktion von zweiter und vierter Gleichung

40-21):-1:0:1):%

Damit wird
1 1 1 1 1

Y TG 21 212 T A(s—4) 4(s 1 1)

Bis auf den zweiten Summenterm lassen sich alle sehr einfach berechnen, der zweite Summand
kann iiber den Faltungssatz ermittelt werden:

1 1 @ “ *
‘C*l |: . :| - / et dt = / efdt = em/ dt = xe*
s—1 s—1 0 0 0
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Damit wird

1 1 1 1 1 1 1 1
_ _E—l _E_l _E_l _E_l
Y=3 [3—1]+2 [(3—1)2]+4 s—i 1t [
,%ew :L‘\GrZ i\erm ie—iw

Zum Abschluss vereinigt man die letzten beiden Summanden wieder iiber den EULER’schen
Satz und erhilt das Ergebnis

1 1
Y= 5(3@ —1)e* + 5 CO8 T

2.7.2. Anwendung auf Probleme bei partiellen Differentialgleichungen

Halbunendliche Saite mit duflerer Kraft f(¢), ein Ende fixiert, das andere frei.
Differentialgleichung:

Uy = gy + f(2), 0<z<oo,t>0,
Anfangswerte:
u(z,0) =0,
ug(x,0) =0,
Randwerte:
u(0,t) =0,

ug(z,t) - 0 fiir v — oo.
Transformation von u(x,t) bzgl. der Variablen ¢:
U(z,s) = Llu(z,t))].

Ferner gelte

Dann folgt mit
Llugy) = s°U(x, s) — su(z,0) — ug(z,0) = s*°U(z, s)

und
L[Pugy + f(1)] = AUpy + F(5).

fiir U(z, s) die gewohnliche Differentialgleichung

52 1
Ugz — C_2U = —C—2F(S)

mit der Losung
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Transformation der Randwerte:
U(,s) = /000 u(0,t)e*" dt =0,
Ug(x,s) = /OOO ug(z,t)e ™t dt
xILHgO Ur(x,s) = /000 mliﬁnoloum(x,t)efst dt = 0.

Aus der allgemeinen Losung ergibt sich damit

F(s

lim U,(z,s) = lim s (Ae% —Be_%>> =0,

T—00 T—00 (c

U,s)=A+ B+

somit A =0 und B = —FS(QS), also

U(z,s) = Fls) <1 — ef%> .

Berechne nun die Losung im Bildraum:

El[F@%i}sz*t=Z?ﬂ®@—®d£

82
t—2Z

EIF@yé@iﬂ:A OE-C - (1-7)

SRRt -2 —€) de fiirt >
0 fiir t <

Q8 0l8

also .
u(z,t) = { gf(ﬁ)(t—g) e (I L-§)d¢ firt> 72
’ t .o *
R - ) d —
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3. Vektoranalysis im Raum

Zunichst werden einige bereits behandelte Begriffe wieder in Erinnerung gebracht.

3.1. Vektorielle Darstellung einer Kurve im Raum

Eine Kurve C im Raum wird beschrieben durch die Parameterdarstellung

Dabei sind z(t),y(t), 2(t) stetige Funktionen. Durchlduft die Variable (= der Parameter) ¢
das Intervall I C R, so bewegt sich der Punkt P entlang der Kurve C.

z

P c

X(t)

Beispiel 3.1. Ein Elektron bewegt sich in einem homogenen Magnetfeld

0

entlang einer Schraubenlinie mit dem Radius R. Die Koordinaten des Elektrons zu einem
Zeitpunkt ¢ sind

x(t) = Rcos(wt)
y(t) = Rsin(wt)
x(t) =ht

Dabei ist w = =By und h die konstante Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung.
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3.2. Differentiation eines Vektors nach einem Parameter

(1)
Ist = [ y(t)
z(t)
Z definiert als Grenzwert

die Parameterdarstellung einer Kurve C, so ist die Ableitung des Vektors

(t+ At) — Z(t))

8y

-
Il
=
=
=

fiir At — 0. Geometrisch entspricht dies dem Grenziibergang des Differenzvektors (= Sekan-

tenvektors) in den Tangentenvektor im Punkt Z(¢). Man erhilt
X
P

X(t) C

(w(t+ A1) —w()/At\ ()
(y(t + A1) =y (1) /AL | == () | =

L (#t+ At — #(t) =
(z(t + At) — 2(t)) /At Z(t)

At

D.h. die Differentiation eines Vektors Z(¢) nach dem Parameter ¢ erfolgt komponentenweise.

Anwendung Ist Z(¢) der zeitabhingige Ortsvektor der Bahnkurve eines Massenpunktes,

der Geschwindigkeitsvektor

dann ist
der Beschleunigungsvektor

. x(t) —Rw sin wt
o) =2(t)=[9y(t) | = | Rwcoswt
Z(t) h
. Z(t) — Rw? cos wt
at)=uv1) = |it) | = | —Rw?sinwt
Z(t) 0
Damit gilt
() +wiz(t) =0, ) +wiy(t) = 0.
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3.3. Vektor- oder Kraftfelder

Definition 3.1.

1. Eine Funktion ® : R3 — R mit ®(z,y, z) heifit skalares Feld oder Skalarfeld.

Beispiele fiir Skalarfelder sind rdumliche Temperaturprofile T'(z, y, z) oder Ladungsdich-
ten Q(x7 y? z)'
2. Als Vektorfeld oder Kraftfeld bezeichnet man eine vektorwertige Funktion

K : R? — R mit

P(z,y,z2)

K(z,y,2) = | Q=,y,2)

R(z,y,z)

K weist jedem Punkt des Raumes einen Vektor zu.

Beispiele fiir Vektorfelder sind das Magentfeld E, das elektrische Feld E, Kraftfelder
oder Geschwindigkeitsfelder .

Beispiel 3.3. Die elektrische Kraft, welche eine Punktladung ¢; auf eine andere Punktladung
g2 ausiibt, ist nach dem CouLoMB’schen Gesetz gegeben durch

x

= 1
B _ N

4meq (:U2+y2+z2)3/2

3.4. Gradient, Divergenz, Rotation

Definition 3.2.

1. Sei ®(x,y,2) : R?* — R stetig differenzierbar, dann heifit der Ausdruck

8

el
X
5%
d
od
0z

Il
L
<

g
grad® = P = ai O =
aﬁ

I3

der Gradient von .

2. Der Operator

heiit Nabla-Operator.
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Der Nabla-Operator ist ein Vektor, der immer links von der zu differenzierenden Funktion
steht. Es gilt

grad® = VO,
divK = VK,
rotKk =V x K.

Definition 3.3.

&

P(z,y
Sei K = Q(z,y,z) | ein Vektorfeld, dann heifit
R(z,y

x,y,2)
Oz R(.%'7y72’) 4

Divergenz von K.
Bemerkung. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist immer eine skalare Funktion.

Bemerkung. Ein Vektorfeld heifit quellenfrei (d.h. es existieren keine Quellen bzw. Sen-
ken), falls die Divergenz verschwindet.

e divK >0 .. .es existieren Quellen (Ausgangspunkt von Feldlinien)
o divK <0 ... es existieren Senken (Feldlinien verschwinden)
P(z,y,z2)
Definition 3.4. Sei K = [ Q(z,y,2) | ein Vektorfeld im R3, dann heift
R(z,y, z)
= - % P(xayaz) Ry_Qz
rot K : =y x K = ? X | Qz,y,2) | = | P. — R,
Oz R(xayaz) Qx_Py

Rotation von K .

Ein Vektorfeld K dessen Rotation gleich dem Nullvektor 0} ist, heiffit wirbelfrei.
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Zusammenfassung:
<I>x(x Y, 2)
o gradg(z,y,2) = | Py(x,y,2) | heisst Gradient von ®(x,y, 2).
z)

®.(z,y,2
Der Gradient ist ein Vektorfeld.

o divk = Py(z,y,2) + Qy(z,y,2) + R.(x,y, 2) ist die Divergenz eines Vektor-

feldes K.
Die Divergenz ist ein skalares Feld.
L (B Q: )
e rotK = | P, — R, | ist die Rotation des Vektorfeldes K.
QJ: - Py

Die Rotation ist ein Vektorfeld.

3.5. Rechnen mit Differentialoperatoren

Es sollen einige wichtige Begriffe fiir skalare Felder und fiir Vektorfelder zusammengestellt
werden.

Definition 3.5. Ein Vektorfeld K heifit Potentialfeld oder Gradientenfeld wenn es eine
Funktion ® gibt mit K = grad®. ® heifit dann das skalare Potential.

Direkt priift man nach, dass stets gilt:
V(VXxK)=0 und Vx (V®)=
d.h.

div(rotK) = 0,
rot(grad®) = 0.

—

Konsequenzen aus der Quellenfreiheit (divK = 0) und aus der Wirbelfreiheit (rotK = ()
eines Vektorfeldes:

Satz 3.1.

1. Das Vektorfeld K ist genau dann wirbelfrei, wenn es ein skalares Feld ® gibt mit
K = grad®. Man nennt ® dann skalares Potential.

Es gibt ein & mit K= grad® <= rotK =0

2. Das Vektorfeld K ist genau dann quellenfrei, wenn es ein Vektorfeld A gibt mit K =
rotA. Man nennt A dann ein Vektorpotential.

Es gibt ein Amit K =rotA <= divK =0
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Beispiel 3.4. Gegeben ist das skalare Potential

®(x,y,z) = arctan f, x>0

Yy
Das dazugehorige Vektorfeld K lautet:

Y
$2 + y2

= x
K=grad®=| ———
g 1.2 + y2

0

Da K ein Potentialfeld ist, gilt rotK = 0.
Die Divergenz von K ist divK = 0. D.h. das Vektorfeld ist sowohl wirbel- als auch quellenfrei.
Weiters gilt

divK = div grad® = ,, + By + .. = 0

Man nennt A mit
AD =P, + Py + D,

den LAPLACE-Operator. Er spielt in der Elektrostatik eine grofie Rolle, da alle elektrostati-
schen Probleme durch die Differentialgleichung (P01ssoN-Gleichung)

AP =2
€0
modelliert werden.
Beispiel 3.5. Das Kraftfeld
Ty
K= Tz
22y
besitzt wegen
51 52 53 56222 — X
rotK = [0/0x 0/0y 0/0rz |= | —2zyz?
Ty vz x’yz? z—
keine Potentialfunktion.
Beispiel 3.6. Das Kraftfeld
z c v
K@) =c—=z = Yy

173 (22 + y2 + 22)3/2 .

ist ein zentrales Kraftfeld (vgl. Definition 4.3 und Beispiele (4.6) und (4.7)). Man rechnet
nach, dass
rotK =0 und divK =0
d.h. K ist ein Gradientenfeld.
Das zugehorige Potential ist

C

/$2+y2+22

O(x,y,2) = — + const.
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Es gilt weiters
divK = div(grad®) = A® =0

d.h. die Funktion ® ist eine Losung der LAPLACE-Gleichung.

Beispiel 3.7. Gegeben ist eine zdhe Fliissigkeit, die durch ein Rohr mit dem Radius R in
y-Richtung fliefit.

z X,Z
/\ X = >)’
"
Abbildung 3.1.: Rohrquerschnitt Abbildung 3.2.: Geschwindigkeitsfeld

Der Geschwindigkeitvektor ist nach dem Gesetz von HAGEN-POISEUILLE

0
T=c| R?>—2%— 22
0
Es gilt
2cz
divi =0, rotv = 0
—2cx

D.h. das Geschwindigkeitsfeld hat keine Quellen (dive' = 0), besitzt aber eine Zirkulation in
der zz-Ebene.
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4. Kurvenintegrale im Raum

4.1. Definition

Bewegt man einen Korper in einem Kraftfeld

. P(z,y,2)
K = Q(x7y7 Z)
R(z,y, z)

so ist die dabei verrichtete Arbeit gleich dem Produkt Kraft - Weg.
Wir betrachten eine (orientierte) Raumkurve

x(t)
C: z=2(t)=| yt) |, o<t<m,

2(t)

— —

mit dem Anfangspunkt Py = Py := Z(79) und dem Endpunkt P, = P, := Z(7y).
Nun approximiert man die Kurve C durch einen Polygonzug von N Strecken, d.h. man un-
terteilt das Intervall 1, 71] in N Teilintervalle:

o=t <t1 <...<tny=T1

z

Die entlang der Strecke von #; nach #;;1 mit Z; := Z(¢;) verrichtete Arbeit ist nun gleich

A.%'Z‘
AZZ‘

Die von Py nach P; verrichtete Arbeit wird dann approximiert durch

N—-1 N-1
LSS ([?(fi)-A@-) = 5" (P(@(t:) A; + Q(F(t:) Ayi + R(T(t:))Az)
=0 =0
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Mit @(t;) ~ R, 3(t) ~ %, 2(t;) ~ ]2, Aty =ty — t; folgt

W= (P(Z(t:)Z(t:) + Q(Z(t:))y(t:) + R(Z(t:))2(t:)) At
i=0

Geht man bei dieser RIEMANN’schen Summe mit der Feinheit der Zerlegung gegen Null (At; —
0 fiir alle 7), so erhélt man das Integral

t1

W= t (P(z(t),y(t), 2(1))2(t) + Q(z(1),y(t), 2()y(t) + R(x(t), y(t), 2(t))2(¢)) dt
- /to (R@w) i) ar ::/C Pdz+Qdy + Rdz
Definition 4.1. Das Integral
W= [ RG) :/c Pdz+Qdy + Rdz ;/c R di

wird als Kurvenintegral bzw. Linienintegral des Vektorfeldes K entlang der Kurve C
bezeichnet.

Bemerkung.

a) Der Wert des Integrals héngt i.A. nicht nur vom Anfangs- und Endpunkt des Integra-
tionsweges ab, sondern auch vom vorgegebenen Weg.

b) K(Z(t))-Z(t) ist die Kraft, die tangential auf die Kurve wirkt, da #(¢) in jedem Punkt
Z der Kurve C in Richtung der Tangente weist.

c¢) Fiir ein Kurvenintegral entlang einer geschlossenen Kurve verwendet man das Symbol

}[f?df
C

Die Berechnung von Kurvenintegralen erfolgt in 3 Schritten:
1. Parameterdarstellung der Kurve C : & = Z(t)
2. Berechnung von Z(t)

3. Die Funktionen z(t),y(t),z(t) in die Komponenten P,Q,R von K ecinsetzen, das
Skalarprodukt K (Z(t)) - Z(t) berechnen und die Integration ausfiihren.

Beispiel 4.1. Betrachte

—

K = T — 2z
TYZ

und C, einen Parabelbogen y = 22 in der Ebene z = 2 von A(0,0,2) nach B(1,1,2), d.h.

C: #zt)y=1[ t* |, 0<t<1.
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! ! 17
W:/ t—2 o2t dt:/(t4+2t2—4t)dt:—
0 t-t2.2 0 0 15
—_— ——
K(#(t) Z(t)
Beispiel 4.2.
T cost
K=y |, C: #t)=| sint |, 0<t<2r
z 0
o cost —sint o
/:Ud:v+ydy—i—zdz:/ sint . cost dt:/ 0dt=0
C 0 0 0 0

Bemerkung. In diesem Fall wird entlang einer geschlossenen Kurve C keine Arbeit verrichtet.

2
x
Beispiel 4.3. Man bestimme die Arbeit, die das Kraftfeld K = —zy | bei der Bewegung
z
eines Teilchens entlang des Viertelkreises
cost
C: Z=|sint|, 0<t<m/2,
1
leistet.
) —sint
Mit #(t) = | cost | folgt
0
/2 cos’t —sint )
/de:/ —sintcost | - | cost dt:/ (—2)sint cos®t dt
C t=0 1 0 0
2 5 m/2 2
= —cos”t = ——.
3 3

Die Arbeit ist negativ, da das Kraftfeld die Bewegung entlang der Kurve behindert.
Beispiel 4.4. Man berechne fc y? dx + x dy + z dz, wobei
a) C = C; die Strecke von P(—5,—3,0) nach Q(0,2,5) ist;

b) C = Cy die Schnittkurve der Flichen # = 4 — y? und z = 3 + y von P(—5,—3,0) nach
0(0,2,5) ist.
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-5 5 5t—5 . 5
zua) Cr:Z(t)= -3 +t|5|=1|5t-3]|, 0<t<1, Z(t)=|5
0 5 5t 5
v\ [dx 1 [ (5t — 3)? 5
/de:U—F:Udy—{—zdz:/ x dy :/ 5t — 5 - |5 dt
¢ C\z dz 0 ot 5
1
35
:5/ (25t% — 20t + 4)dt = ——.
0 3
412 _ —2t
zub) Cy: Z(t) = t ,—3<t<2, Zt)=1 1
3+t 1
y? dx 2 t? —2t
/yzdx+xdy+zdz:/ T dy :/ 4—t2] - 1 |dt
Ca G\ 2 dz SBA\3+t 1

2
1
:/ (—2t3 — > 4+t +7)dt = %.
-3

Man bekommt verschiedene Werte fiir das Linienintegral, obwohl Anfangs- und Endpunkt
identisch sind.

4.2. Eigenschaften

Bemerkung. Fiir gewohnliche Integrale gelten die folgenden Relationen
(siche Mathematik A):

/ab f(m)dx+/bc f(x)dmZ/: f(z)de und /ab f(x)dx:—/ba f(z) dx.

Kurvenintegrale besitzen entsprechende Eigenschaften:

e Wihlen wir einen Punkt P auf der Kurve C, so teilt dieser C in zwei Kurven C; und Co
(sieche Abb. 4.1). Wir schreiben C = C; 4 Co. Dann gilt

/f?df: Kdi+ | Kdz
C C1 Co

e Bezeichnet nun C die (orientierte) Raumkurve von A nach B und —C die im entgegen-
gesetzten Sinn von B nach A durchlaufene Kurve (siche Abb. 4.2). Dann gilt

/f?df:—/ K dz
C —C
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Abbildung 4.1.: C1 + C» Abbildung 4.2.: —C

Abbildung 4.3.: C = C; + (—C2)

e Man betrachtet nun zwei orientierte Raumkurven C; und Cs, die beide von A nach B
laufen und dann die geschlossene Kurve C = C; 4+ (—Cz), die von A iiber B wieder nach
A zuriicklauft (siehe Abb. 4.3). Gilt

(%wa:o (4.1)
C

so erhilt man

%KM: Kdi+ Kdi= | Kdi— | Kdr=
C Cl —C2 Cl C2

Daraus folgt

Kdir= | Kdz
C1 Ca

D.h. der Wert des Linienintegrals von A nach B ist unter der Voraussetzung (4.1) vom
gewdhlten Weg unabhéingig.

Betrachtet man den Kurvenbogen C in Parameterform
C: Z=[yt)], a<t<b,

mit dem Anfangspunkt Py = Py := #(a) und dem Endpunkt P, = P, := #(b), so ist die
Bogenlinge s dieses Kurvenstiicks gegeben durch

s = /ab |Z(t)|| dt = /ab \/<%>2+ (%)2%— <%>2dt
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4.3. Gradientenfelder und Kurvenintegrale

In der Regel ist das Kurvenintegral wegabhéngig. Fiir spezielle Vektorfelder ist es jedoch
wegunabhéngig.

Definition 4.2. Ein Vektorfeld K (z,y, z) heilt Gradientenfeld oder Potentialfeld, wenn
es eine stetig differenzierbare Funktion ® : R?® — R gibt mit

—

K(z,y,z) = grad®(z,y, 2)
d.h. fiir die Komponenten P, und R des Vektorfeldes K gilt

P(e,y,2) = 5o (y,),
0P

r,Y,z) = 5 \T,Y,%2),

Q(x,y,2) ay( Y, z)
0P

R(x’ Y, Z) = &(x’ Y, Z)'
Die Funktion ®(x,y, z) heiit eine zu K gehérende Potentialfunktion.
Bemerkung.

1. Zweizu K gehorende Potentialfunktionen unterscheiden sich héchstens um eine additive
Konstante.

2. In der Physik bezeichnet man Kraftfelder, die eine zugehorige Potentialfunktion besit-
zen, als konservative Kraftfelder.

3. Die Gradientenfelder sind diejenigen Vektorfelder, fiir welche die Kurvenintegrale immer
wegunabhéngig sind.

Es gilt:

Satz 4.1 (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale).
Sei G C R? ein achsenparalleler Quader und K : G — R? ein Vektorfeld mit stetigen
partiellen Ableitungen. Dann sind folgende Aussagen gleichbedeutend:

1. K ist ein Gradientenfeld

2. In GG gelten die Integrabilitdtsbedingungen
or  0Q 0Q OR OR 0P

9 _ — g _ 2 K=0
oy Ox’ 0z Oy Or Oz = ot 0

3. Der Wert des Kurvenintegrals fC K dz héngt fiir alle in G verlaufenden Kurven C nur
von Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab.

4. Das Kurvenintegral §, K d ist fiir alle in G verlaufenden, geschlossenen Kurven C stets
Null.

Bemerkung. Im Fall eines zweidimensionalen Vektorfeldes K = (ggi,iﬁ) lautet die
Integrabilitdtsbedingung (siche (1.1), Seite 11)

0@ _op
oxr Oy
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Berechnung des Kurvenintegrals im Fall eines Gradientenfeldes Sei

B P(z,y,z) ' Py (2,y, 2)
K=|Q(zy,2) | =grad®(z,y,2) = | ®y(z,y,z)
R(z,y,z) ®.(2,y,2)

Das totale Differential von ® lautet
0P 0P 0P

AP = “— dx + — dy + —d
oz T, W g,
=Pdr+ Qdy+ Rdz
- K.dz.

Daher ist

= 0P 0P 0P
o oo oo oL
/ckdx_/c<$dx+ ydy—i— Zdz)

4o t1
— | La=—on
| Sde= a0

0 to

= @(tl) — ‘P(to)

Endpunkt von C

Anfangspunkt von c

Satz 4.2 (Integration eines Gradientenfeldes).
Ist K ein Gradientenfeld mit dem Potential $, d.h. K= grad®, und C eine von P; nach P
verlaufende Kurve. Dann ist
/ Kdi =
C

Folgerung: Das Linienintegral entlang einer geschlossenen Kurve ist fiir ein Gradientenfeld
K stets Null:

—&®
Py

P

}[ Kdi=®| -® =0
C P P
Beispiel 4.5. Das Vektorfeld
K(z,y,2) = | 2zy + ¥
3y63z
ist wegen rotK = 0 ein Gradientenfeld.
Daher gibt es eine Potentialfunktion ®(z,y, z) mit
o, = o> (4.2)
P, = 2zy+e* (4.3)
b, = 3ye** (4.4)
Integriert man (4.2) beziiglich z, so erhilt man
®(z,y,2) = 2y’ + g(y, 2) (4.5)

67



wobei g(y, z) eine ,Konstante“ beziiglich z ist. Differenziert man (4.5) beziiglich y, so folgt

Dy (x,y,2) = 2xy + gy(y, 2)

und ein Vergleich mit (4.3) liefert

gy(y, 2) = ¥

Daher ist g(y, z) = ye®* + h(z), was Relation (4.5) in
O(x,y,2) = 2y* + ye** + h(2)

iiberfiihrt. Differenziert man nun nach z und vergleicht das Ergebnis mit (4.4), so erhélt man
h'(z) = 0 und damit h(z) = C,C € R. Die gesuchte Potentialfunktion ist daher

d(z,y,2) = 2y® +ye¥* + C

Das Kurvenintegral von K entlang einer Kurve C mit dem Anfangspunkt P (z1,y1,21) und
dem Endpunkt Pj(x2,y2, 22) ist daher

/KM:/@:Q
C C

Definition 4.3. Ein Kraftfeld K heift radialsymmetrisch (= zentrales Kraftfeld), wenn
der Betrag von K nur vom Abstand r = |Z| = /22 + y? + 22 abhingt und der Vektor K in

jedem Punkt radial nach auflen zeigt:

P

. D (29, Y2, 22) — D1, Y1, 21) = T2y + Y27 — (2197 + y16**")
1

B fr)a
K@) = f(r)-Z=| f(r)y
fr)=
Beispiel 4.6.
a) K(I)=— ml;n2 Z  Gravitationsfeld
r
- 1
b) K(#)=-—2LL5  CouLomp’sches Feld
dre, T

Behauptung. Alle radialsymmetrischen Kraftfelder sind Potentialfelder.
Beweis: Mit P = f(r)z, Q = f(r)y folgt

P
g_y =xf'(r) %\/ﬂzQ +y2+22=f(r) ﬂUT_y
0Q _ ’ 0 2 2 5 _ e\ LY
5 = V(1) g Va2 = fi(r)
= P, =0Q:
Analog zeigt man, dass die iibrigen Integrabilitdtsbedingungen von Satz 4.1 erfiillt sind.

Beispiel 4.7. Die zu den Kraftfeldern von Bsp. 4.6 gehérenden Potentialfunktionen sind

mima

a) ®(x,y,2) = Ve Gravitationspotential
VIt +y-+z
1
b) ®(z,y,2) 142 elektrostatisches Potential

- 471'50 /$2+y2+22
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Beispiel 4.8. Ist
. El(xaya Z)
E(f) = EQ(%’,Z],Z)
Es(x,y, z)

ein elektrostatische Feld, so gibt das Kurvenintegral
U:/ E df:/ Eydx + Eydy + Esdz
C C

die Potentialdifferenz, d.h. die Spannung zwischen Anfangs- und Endpunkt der Kurve C an.

y

} |
Beispiel 4.9 (Magnetfeld eines geraden Leiters). Ein homogener in z-Richtung liegen-

der, stromdurchflossener Draht erzeugt in der zy-Ebene ein Magnetfeld proportional zu %,
dessen Richtung tangential zu den Kreislinien 22 + 3% = R? ist:

- I 1 _
B:Mo Y ’
2 24+ y?2 \ T

0By 0By ol y? — 22

Oy 0r 21 (224 42)%

also

Daher ist B ein konservatives Kraftfeld.
Wir berechnen nun noch das Kurvenintegral entlang eines Kreises mit dem Radius R um
den Ursprung (0,0):

Kreislinie C : Z(t) = R <Zi:§> . 0<t<2m, f(t) _R (— smt>

cost

. I 27 1 _ . _ " I om
%Bdf: Lo i i ( Rsmt) . ( Rsmt) g — Lo i
c 2m Jo  2*(t) +y*(t) \ Rcost Rcost 2r Jo
2
R

=pol #0 ()

Begriindung: Im Ursprung wird das Feld B singulér!
Entlang jeder geschlossenen Kurve, die den Ursprung nicht enthélt, ist das Kurvenintegral
stets Null.
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5. Oberflachenintegrale

5.1. Flachen im Raum

Eine Kurve C im R? wird beschrieben durch eine Parameterdarstellung mit einem Parameter
C: Zt)=|y@®) |, to<t<t

Eine (gekriimmte) Fliche im R3 wird beschrieben durch eine Parameterdarstellung mit zwei
Parametern:

Definition 5.1. Sei S C R? ein Bereich in der Ebene (z.B. Rechteck) in dem die Variablen
(= Parameter) (u,v) variieren, d.h. (u,v) € S (z.B. u1(v) < u < ug(v),v1 < v < v2). Eine
Fliiche F C R? wird definiert durch die Parameterdarstellung

)
F: Z(u,v) = y(u,vi

wenn z,y,z (stetige, partiell differenzierbare) Funktionen der beiden Variablen (u,v) sind.
Beim Durchlaufen aller (u,v)-Werte bewegt sich der Punkt, zu dem der Vektor @(u,v) weist,
auf der Fliache F'.

Die Tangentialebene an die Fliche F' im Punkt P wird von den Richtungsvektoren

oF Ty (u,v) oF Ty (u,v)

Ty =—— = | yu(u,v) und &y = o = | yu(u,v)
ou ov

w(u, v) w(u,v)

aufgespannt.
Der Normalvektor der Tangentialebene und damit der Normalvektor der Flidche F' ist
dann gegeben durch
n==2y, X Ty

Beispiel 5.1. Eine Ebene E im R? wird durch die drei Punkte Py, P, P, aufgespannt. Mit
den Bezeichnungen

— — —
To =0y, 71 =Ry P, T2 =Ry P

kann dann diese Ebene angegeben werden in der Parameterform

E f(u,v) =Zo+ud +vds
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Beispiel 5.2. Eine Kugelfliche mit dem Radius R und dem Mittelpunkt im Ursprung hat
mit den Kugelkoordinaten v = ¢, v = 0 die Parameterdarstellung

R cosu sinwv

o . . . . <u <27
Z(u,v) = | R sinu sinv mit <v<n (5.1)
R cosv
Der Flicheninhalt O des Fliachenstiicks
x(u,v)
F: Zu,v) = |y(u,v) |, (u,v)eS
z(u, v)
ist dann gegeben durch
O:// dF:// | Ty X Zy| dudv
F S
Beispiel 5.3. Oberfliche der oberen Halbkugel mit dem Radius R.
Aus der Darstellung (5.1) mit 0 < u < 27 und 0 < v < /2 folgt
—R sinu sinv —R cosu coswv
Tu=| Rcosusinv |, Z,= R sinu coswv
0 —R sinv
cosu sinv
Zy X #y=—R?sinv | sinu sinv |, | Ty X Ty = R? sinv
COS v
Damit erhéilt man
2r  pm/2
0:// dF:/ R? sinv dvdu = 2n R?
F u=0 Jv=0
5.2. Oberflachenintegrale
P(z,y,z)
Definition 5.2. Sei K = | Q(z,y,2) ein Vektorfeld im Raum und F' ein Fliachenstiick
R(z,y,z)

in der expliziten Darstellung
z=f(z,y), (v,y) €B

oder in Parameterform
7 =Z(u,v), (u,v) €S

mit dem Normalvektor 77 gegeben durch

_f:v
n=\ —fy bzw. =2, X T,.
1
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Dann heif3t das Integral

//F (K-7) da:= //B (R(@)-) dedy

://S (Rl ), yu,0), 2, 0)) - (@ % 7)) dudy

Oberflichenintegral von K iiber F.
Dabei bezeichnet B den Bereich der Projektion des Fldchenstiicks F' in die zy—Ebene, S
bezeichnet den Parameterbereich von (u,v).

Schreibweise: Man schreibt fiir das Oberflichenintegral auch

//FIEM;://F(Kﬁ)dA

Physikalische Interpretation K sei ein stationdres Geschwindigkeitsfeld einer strémenden

Fliissigkeit. Dann beschreibt
/ / (& -7i) da
F

den Fluss durch F', d.h. das Fliissigkeitsvolumen, das in einer Zeiteinheit durch die Flache F'
flief3t.

Beispiel 5.4. Betrachte

auf dem Bereich F' der Ebene z = x + y + 1, der iiber dem Quadrat 0 < x < 1,0 < y < 1,
liegt. Dann gilt

x2 -1

// (f?ﬁ) dA:// Y2 - da dy
F B 2(z,y) 1
1 1
:/ /(—xQ—y2+x+y+1)dxdy
=0 y=0
—/1( 2 L ipytal)de=2

Beispiel 5.5. Gegeben ist das Geschwindigkeitsfeld eines stromenden Mediums

T
Va2 +y?
das durch die Halbkugelfléiche
24P+ 22 =R% 2>0

nach oben fliefit. Welche Masse fliefit pro Zeiteinheit durch dieses Flichenstiick?

72



Wir verwenden wie in Bsp. 5.2 Kugelkoordinaten fiir die Parameterdarstellung der Halb-
sphére:
R cosu sinv 0
Z(u,v) = | Rsinu sinw mit
0
R cosv

IA IN

u
(Y

INIA
o3y

Der in Richtung der positiven z-Achse gerichtete Normalvektor ist

cosu sinv
n=—(Zy x &)= R? sinw | sinu sinv
COS v

Man erhilt also
N 2 w/2 .
/ / (R(7)-7) dA = / R(F(u,0)) - (Fu x To) dudv
F u=0 Jv=0

2w /2
= R} / / sin? v (sinv + cosv) dudv = 27 R3
u=0 Jv=0

Beispiel 5.6. Magnetischer Fluss
Der magnetische Fluss ® des Magnetfeldes B durch die Fliache F' ist gegeben durch

<I>://F(§-ﬁ)dA

Speziell fiir das Magnetfeld

7Y S B
B=EC__- |,
21 22 + 12 0
(siche Bsp. 4.9) ist der magnetische Fluss durch die Kreisfliche 2% + y? < R?, z = 0 gesucht.
0
Wegen 77 = | 0] ist (é -71) = 0. Damit ist der gesuchte magnetische Fluss gleich Null.
1

Beispiel 5.7. Betrachte

U
K= —y auf F:Z(u,v) = v s Jul < 1w < 1.
3z %uv
Dann gilt

) 1 ) 0 o —1

u = 0 y Ly = 1 )y Ty X Ty = _% )
v U 1
4 4

DO
S
|
ANEFNE

1 1 1 1
I:/ / —v . — dudv:/ / ﬂdudv:O.
u=—1Jv=-—1 %U,U 1 =—1Jv=-1 2
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6. Integralsatze

6.1. Satz von STOKES

Der Satz von Stokes stellt einen Zusammenhang her zwischen Kurvenintegralen (iiber ge-
schlossene Kurven) und Oberflichenintegralen.

Satz 6.1. Sei K ein Vektorfeld, F' ein Flichenstiick im Raum und C = dF der Rand von F.
Dann gilt

/C:aF de://F (rotf%-ﬁ) dA.

Die Orientierung von C und die Fldchennormale 7 bilden dabei eine Rechtsschraube.

n

Physikalische Interpretation Die physikalische Arbeit entlang einer geschlossenen Kurve C
ist gleich dem Fluss des zugehorigen Wirbelfeldes durch ein Flidchenstiick mit dem Rand C.

Beispiel 6.1. Betrachte

und F', die obere Halbsphére mit Radius R = 1.

1. Berechnung des Oberflichenintegrals:

Parameterdarstellung des Flichenstiicks:

T = cos psind

. . 0<p< 27
F: y=sinpsind |, 0<d<r/2
z = cos v
€1 €2 €3
72 o) 0 0 oY
rotK = oz 8_y 9z =0
x Yy oz



— //F (mﬁﬁ) dA://F (“ﬁ) dA =0

2. Berechnung des Linienintegrals:

Parameterdarstellung der Kurve:

T = Cosp
C: y=sinp , 0<p <27
z=0

/ Kdz=0 (siehe Bsp. 4.2)
¢

Bemerkung. Ist rotK = 0, dann ist das Oberflichenintegral stets Null, daher auch das ent-
sprechende Kurvenintegral. Daher hiangt der Wert des Kurvenintegrals nicht von der Gestalt
der Kurve ab.

Ist also ein Feld K wirbelfrei, d.h. es ist ein Gradientenfeld (rotK = 0), so ist das Kurvenin-
tegral iiber K wegunabhéngig.

6.2. Satz von GAUSS

Dieser Satz liefert einen Zusammenhang zwischen einem Oberfléichenintegral und einem Drei-
fachintegral.

Satz 6.2. Sei B ein dreidimensionaler Bereich mit der Randfliche F' = 0B (= geschlossene
Fliche) und K ein Vektorfeld. Dann gilt

//F (f?ﬁ) dA:///B divK dV

Dabei muss der Normalvektor 72 auf die Fliche F' nach auflen orientiert sein.

Beispiel 6.2. Sei

x
K= y |, B...Obere Halbkugel mit Radius R = 1.
z

1. Berechnung des Dreifachintegrals: Wegen divK = 3 folgt

2 /2

1 /
/// divkdvz// 3r2sind dr dpdd = 3 - /// AV = 3 Vitalbkugel
B B
0

r=0 ¢=09=
2w

= 3—
3

= 2.
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2. Berechnung des Oberflichenintegrals:

I 65) a- J[ (5.5 = ], (1)

F1 ... obere Halbsphire
Fy ... Kreisscheibe 22 + 2> < 1,2 =0

a) Integral iiber Fi:

cos @ sin v

< p<2
Fi: = sinpsind |, (?57;0;%7;
cos
cosapsinzvﬂ
ToXTy=...=— sin @ sin? 9
sin 1 cos U

Da 77 nach aufien orientiert sein muss, muss die dritte Komponente des Normal-
vektors > 0 sein! Man muss fiir 7 also —(Z, X Zy) nehmen:

cos @ sin v cos psin? ¥
(K-ﬁ)z sinpsing | - [ singsin?d =...=sind
cos ¥ sin v cos ¥

2m w/2 /2
L = / / sin ¥ dp di = 2w (— cos ) = 27.
=0 JI9=0 0

b) Integral iiber Fj:

N 7l o<p<on
0
cos —rsing 0
Tp X Ty, = | sing | x 7 COS ¢ =
0 0 r
7 COS @ 0
== (Kﬁ): rsing | - 0 =0 = IL=0
0 -7

— I =1+ 1, =2m.
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Beispiel 6.3. Gegeben sei das elektrische Feld

T —z
E=|2)+yz
y—3

Man berechne den elektrischen Fluss durch die Oberfliche des Kegels mit der Hohe h = 2
und dem Radius R = 2.

(I)://E-ﬁdA:/// div E dV
F B

- 0 0 0
iVE = —(z — 2) + — (2% + +—y-3)=1+
di (x — 2) y (x° + yz) 9z (y—3) z

Mit den Zylinderkoordinaten

Es gilt

T =TCoS
Yy =rsing

z=1z
ergeben sich fiir den Volumsbereich B die Grenzen

0<p<2r, 0<2<2—r, 0<r<L2

2 2 2
<I>:/ / / (14 2)rdrdedz = 4.
=0 Jr=0 J2z=0

23
K = x2y ,

11722

Damit folgt

Beispiel 6.4. Sei

F ... Oberfliche des Zylinders 22 + 4% < a?,0 < 2 < b, a,b € R.
Wir berechnen das Oberflichenintegral I = [[, K - i dA unter Verwendung des Satzes von
GauB:
divK = 32® + 2% + 2% = 52
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Zylinder:
—a<z<a

a2 — 2 Syﬁ«/cﬁ—x?

0<z<b
Zylinderkoordinaten:

T = 1TCOoS P 0<r<a
Yy =rsiny 0<p<2m
z=2z 0<z<b

a b 21
I:/// diVKdV:/ / / 5r2 cos? ¢ rdr dyp dz
B r=0J2=0 Jp=0

at [T 5a*b
= 5b— / cos? pdp = —m
4 Jo—o 4

Beispiel 6.5. Die Gesamtladung @) in einem réumlichen Bereich B mit der Randfliche F ist
bei einer Ladungsdichte o(x,y, z) gegeben durch

o= [[] wemarav

Der elektrische Fluss durch die Oberfliche F' entspricht bis auf eine Konstante ¢ der im
Gebiet B eingeschlossenen Ladung

Q:eo//F(E-ﬁ)dA:///B o(z,y,z)dV (6.1)

Nach dem GAuSsS’schen Satz gilt aber fiir das Oberflichenintegral

//F(E-ﬁ)dA:///B divE dV (6.2)

Wegen der Gleichheit der Integranden in (6.1) und (6.2) fiir jeden Bereich B folgt mit dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung die Gleichheit der Integranden:

g div E = 0
Die Quellen des elektrischen Feldes stellen die Ladungsdichten dar.
Bemerkung. Da es keine magnetische Ladung gibt, gilt fiir das Magnetfeld stets
divB =0

6.3. Satz von GREEN

Dieser Integralsatz ist der Spezialfall des Satzes von STOKES fiir die Ebene (siehe Satz 1.1).
Die ebene, geschlossene Kurve C sei positiv orientiert, der von C eingeschlossene Bereich sei
D, die Funktionen P und @ seien in D stetig differenzierbar. Dann gilt:

/Pdm+Qdy:// (g—f—g—g)m
C D
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Beispiel 6.6. Man berechne

wobei C der Rand des Dreiecks mit den Eckpunkten A(0,0), B(1

a) Direkt:

o I :fcl zt dx + xy dy;

e I :fCQ zt dx + zy dy;

n= ()

o I3=[o atdx+xydy,

Insgesamt erhélt man

b) Uber GREEN’schen Satz:

I:/x4
¢ p

/w4dx+xydy
C

C=0C1+Cy+Cs,
I=0L+1+1s.
c
CZ
CS
Al a B

1
<?{>ﬁ::/ﬁG¢4+4ﬁ——ﬁ2+5t—1Mt:
0

_ 09 _ op
dz + xy dy—-/y;<ax L) aa
Q

Do<z<l1
0<y<l-z
1t ) 1
(y — 0)dydx = = (1—2z)%de=-.
2 Ju—o 6
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Beispiel 6.7. Man berechne

/(3y — Y dr + (To + Vyt + 1) dy,
C

wobei C die Kreislinie 2 + y? = 9 darstellt.
Die direkte Berechnung des Kurvenintegrals ist praktisch unmoglich. Wir wéihlen den Weg
iiber den GREEN’schen Satz:

I://D [\a%(?x-l-\/ﬁ)l—%@y—esmz)]d/l://p 4dA:4//D dA.
~- NG

= =3

Dabei ist D die Kreisscheibe 2 + y? < 9 mit dem Radius r = 3. Ihr Flicheninhalt ist

AKz// dA = 9.
D

I:4AK = 36m.

Damit erhalt man

6.4. MAXWELL’sche Gleichungen

Sie bilden die Glanzstiicke der mathematischen Physik des 19. Jahrhunderts und beschreiben
alle Phanomene der klassischen Elektrodynamik.
Die Grundlage bilden vier physikalische GesetzméBigkeiten.

6.4.1. Das FARADAY sche Induktionsgesetz

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses in einer Leiterschleife induziert eine
Spannung.

Ui

B

Ist F zeitlich konstant, so folgt
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Die induzierte Spannung ist mit dem elektrischen Feld verkniipft iiber (siehe Bsp. 4.8)

Ui:%ﬁdf:// rotE dA
C F

Die letzte Umformung ergibt sich aus dem STOKES’schen Satz. Damit folgt

// mﬁdg:// <_2§> iA

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt schliellich

B o
tE = —— B
ro 8t

6.4.2. GAuss'sches Gesetz der Elektrostatik

Der Fluss des elektrischen Feldes ist proportional zur Gesamtladung Q.

Dabei bezeichnet ¢ die Dielektrizitétskonstante (= elektrische Feldkonstante) und F' die den
rdumlichen Bereich B berandende Fléche.
Ist o(z,y, z) die Ladungsverteilung innerhalb des Bereichs B, so gilt

o= [f[ oo
La- [l e [ 5

Fiir das Doppelintegral gilt nach dem GAUSS’schen Integralsatz

//FEM:///B divE dV
///B divEdV:%///Bg(m,y,z)dv

divE = L
€0

D.h. die Quellen des elektrischen Feldes sind die Ladungsdichten.

Damit folgt

und damit erhalt man

d.h.
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6.4.3. AMPERE’sches Gesetz

FEin stromdurchflossener Leiter induziert ein Magentfeld.

c

Dabei weise der Stromfluss in Richtung der z-Achse.

Mit pg bezeichnet man die Permeabilitétskonstante (= magnetische Feldkonstante).

Ist j die Stromdichte innerhalb der durch C festgelegten Fliche F', dann ist der Strom

I:// JdA
F

gegeben durch

Mit dem STOKES’schen Integralsatz folgt

o I = o // fdff:jéédf:// rot B dA
F C F
// pofdg:// rot B dA
F F

Diese Relation gilt fiir alle Fldchen F' und daher gilt die Relation

und schliefflich

o ; = rotB

Da das Magnet quellenfrei ist (es gibt keine magnetischen Monopole), folgt

LdivE =0}

Damit erhélt man die vier Gleichungen

divE = ﬁ,
£0

rotB = poj,
, 0

tE = ——

Iro 8t
divB = 0.

(6.3)
(6.4)
(6.5)

(6.6)

Bildet man von (6.4) die Divergenz, so folgt wegen div(rotff ) = 0 fiir ein beliebiges Vektor-

feld K

2

div <,uoj) =0

d.h. die Divergenz der Stromdichte ist Null, was allerdings im Widerspruch steht zur
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6.4.4. Kontinuitdtsgleichung

Die zeitliche Anderung der Gesamtladung in einem rdiumlichen Bereich B ist gleich dem
Stromfluss durch seine Oberfldiche F'.

9 0 -7 .
aQ—///B ag(:ﬂ,y,z)dv— —//FjdA— —///)Bd1deV
wobei die letzte Umformung
/// divj dV = // jdA
B F

aus dem GAUSS’schen Integralsatz folgt. Damit ergibt sich insgesamt:

0 -
5= —divj (Kontinuitéitsgleichung)
Aus der Kontinuitatsgleichung folgt
5 0 (. 0
divy = —EQ (©3) 5 (80 leE> = div <—€0§E>
— div(j+e 0 E 0
v — =
J 05;
- 0 =
i+ EOEE -+« MAXWELL’scher Gesamtstrom
0 = .
EQEE -+ Verschiebungstrom

Ersetzt man nun in Glg. (6.4) j durch j + 60%5, so sind die Gleichungen (6.3) — (6.6)

widersruchsfrei und man erhélt die MAXWELL’schen Gleichungen fiir das Vakuum

. o -
tF = ——B
ro 5
divB = 0
divE = 2
€0

—

rotB = poj + €0Man

Bemerkung. Spezialfille der MAXWELL’schen Gleichungen

e Fiir =0 und j =0 geniigen die Komponenten von E und B der Wellengleichung.

e Der zeitunabhéngige Fall fiihrt auf die Poisson’sche Gleichung A® = © fir die
€o
zugehorige Potentialfunktion ®; im ladungsfreien Raum (¢ = 0) folgt daraus die
Potentialgleichung A® = 0.

83



7. Partielle Differentialgleichungen

7.1. Wellengleichung

7.1.1. Homogene Differentialgleichung und homogene Randbedingung
Wiederholung von MATHEMATIK B:

homogene DGL: Ut = gy
homogene RB: u(0,t) = u(l,t
AB: u(z,0) = f(z), w(z,0) = g(x)

Produktansatz: u(z,t) = X(z)-T(t) —

up(z,t) = (an cos ?t + by, sin ?t) sin 2 g , n=12...

Superposition:

nwe \ . nw
Z <an COb t + b, sin — i t) sin TCE

Bestimmung der Koeffizienten a,,, b, aus den AB:

2 [t 2 [
= 7/ f(x)sin nl—ﬂ:v dr, b,=—— [ g(z)sin ?CE dz
0

nmwc Jo

7.1.2. Inhomogene Differentialgleichung und homogene Randbedingung

inhomogene DGL: gt = gy + p(,t)
homogene RB: u(0,t) = u(l,t) =0
AB: wu(z,0) = f(z), w(z,0) = g(z)

Ansatz:  u(z,t) = w(z,t) + z(x,t) mit

e w Losung der hom. DGL 4+ hom. RB + AB
Losung: Siehe 7.1.1

e 2z Losung der inhom. DGL + hom. RB 4+ hom. AB

— Ansatz fiir z:

Z Zy(t) sin —m (7.1)
— Entwicklung von ¢(z,t) bzgl. z in eine Fourierreihe:

= Z ©n(t) sin nl_7rx (7.2)
n=1
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Durch Einsetzen von (7.1) und (7.2) in die inhom. DGL erhilt man nach Koeffizienten-
vergleich eine gewohnliche DGL fiir Z,,(t):

g n2m?

mit den AB Z,,(0) = Z/(0) =0

7.1.3. Inhomogene Differentialgleichung und inhomogene Randbedingung

inhomogene DGL: gy = gy + p(x,t)
inhomogene RB: u(0,t) =r(t), u(l,t) = s(t)
AB: u(x,0) = f(2), u(x,0) = g(x)

Ansatz:  u(z,t) = w(x,t) + z(x,t) mit
o z(z,t) = r(t) + 7(s(t) — (1))
e Fiir w(z,t) ergibt sich damit eine DGL mit homog. RB:

Wit = CWay + ¢*(x,1)
w(0,t) =w(l,t) =0
w(z,0) = f*(z), wi(z,0) = g*(x)

mit
gp*(.%',t) = gp(.%',t) - Ztt(wvt)
[r(@) = [f(@)—2(,0)
9" (@) = g(x) — 2(,0)

Losung: Siehe 7.1.2

7.2. Diffusionsgleichung

7.2.1. Homogene Differentialgleichung und homogene Randbedingung

Wiederholung von MATHEMATIK B:

homogene DGL: U = gy
homogene RB: u(0,t) = t
AB: u(z,0) = f(x)

Produktansatz: u(z,t) = X(z)-T(t) =

2_2
_2nin nmw
c t .
un(x,t) = ane 2" sin T r, n=12...

Superposition:

Bestimmung des Koeffizienten a,, aus der AB:

) l
ap = —/ f(x)sin D7 ¢ da
L Jo l
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7.2.2. Inhomogene Differentialgleichung und homogene Randbedingung
inhomogene Dgl: U = gy + @(z,1)
homogene RB: u(0,t) = u(l,t) =0
AB: u(z,0) = f(x)
Ansatz:  wu(z,t) = w(x,t) + z(x,t) mit

e w Losung der hom. DGL + hom. RB + AB
Losung: Siehe 7.2.1

e 2 Losung der inhom. DGL + hom. RB 4+ hom. AB

— Ansatz fiir z:

oo
Z ) sin —:U (7.3)
— Entwicklung von ¢(z,t) bzgl. z in eine Fourierreihe:

= Z ©n(t) sin nl—ﬂx (7.4)
n=1

Durch Einsetzen von (7.3) und (7.4) in die inhom. DGL erhilt man nach Koeffizienten-
vergleich eine gewohnliche DGL fiir Z,,(t):

on2m?

mit der AB Z,,(0) =0

7.2.3. Inhomogene Differentialgleichung und inhomogene Randbedingung

inhomogene DGL: uy = gy + @(x,t)
inhomogene RB: uw(0,t) =r(t), u(l,t) = s(t)
AB:  u(z,0) = f(z)

Ansatz:  wu(z,t) = w(x,t) + z(x,t) mit
o z(z,t) = r(t) + 7(s(t) = 7(1))
e Fiir w(z,t) ergibt sich damit eine DGL mit homog. RB:

Wy = CQU/mm + gp*(x,t)
w(0,t) =w(l,t) =0
w(z,0) = f*(x)

mit

Losung: Siehe 7.2.2.
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7.3. Schwingende Membran

Wir betrachten einen Bereich B in der zy-Ebene, der von der ,,Randkurve“ 0B begrenzt wird,
siehe Abb. 7.1. Eine diinne, homogene Membran sei iiber 0B gespannt.
Gesucht ist die Auslenkung
z = z(x,y,t)

der Membran aus der Ruhelage im Punkt (z,y) zur Zeit ¢.

y

Abbildung 7.1.: Bereich

Differentialgleichung: Fiir alle (z,y) € B, t >0

2= Az =c%- (222 + 2yy) -

Randbedingung: Fiir alle (Z,9) € 0B

Anfangsbedingung: Fiir alle (z,y) € B

Z(ﬁ,y,O) = f(xay)a
Zt(x7y70) :g(.%',y)

Wir fordern (analog zur schwingenden Saite)

fiir alle (z,7) € 0B.
Fiir einen beliebigen Bereich B kann die Losung hier nicht angegeben werden. Wir betrach-
ten nur den Spezialfall der rechteckigen und der kreisrunden Membran.

7.3.1. Rechteckige Membran

Betrachte
B={(z,y) eR* [0<z<a,0<y<b}.

Randbedingung;: e Firalle 0 <y <b
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X

Abbildung 7.2.: Rechteckige Membran

e Firalle0<x<a

L6ésungsweg:
1. Trennung von Zeit- und Ortsvariablen:
z(w,y,t) = H(z,y) T(t),
2ttt = H(CE, y) : T”(t)a
Rrx = mm(xay) 'T(t)’
zyy = Hyy(z,y) - T()

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt das

t).

H-T"=¢c* (Hp T+ Hy,-T)

und nach Division durch ¢2- H-T

T 1 AH
ar = e ) =

also eine gewohnliche Differentialgleichung fiir 7'(¢),

= A\ = const.,

T - \N-T =0,
und eine partielle Differentialgleichung fiir H(x,y) (HELMHOLTZ-Gleichung),

AH - \-H=0.

2. Trennung der Ortsvariablen:

H(z,y) = F(z)-G(y),
Hy, = F'(2)-G
Hy, = F(z)- G"
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Eingesetzt liefert das
F'-G+F-G"-=X-F-G=0,

also
F// G// )\
FG
und somit
F// G//
— = A— — = v = const.
F G
~~ N——
von z abh. von y abh.

Es ergeben sich also die zwei gewohnlichen Differentialgleichungen
F'—v.-F =0,
G"+(wv—-)\-G=0.

. Losen der gewdhnlichen Differentialgleichungen unter Beriicksichtigung der
Randbedingung:

2(0,y,t) = F(0)-G(y)-T(t) =0 = F(0)=0
z(a,y,t) = F(a)-G(y)-T(t) =0 = F(a)=0
z(x,0,t) = F(z)-G(0)-T(t) =0 = G(0) =0
z(z,b,t) = F(z)-G(b)-T(t) =0 = G(b) = 0.

Fiir F(z) ist folgendes Problem analog zum Problem bei der schwingenden Saite zu
16sen:

F'—v.F=0, F(0)=0, F(a)=0.

Setze v = —p?, p € R und erhalte die Losung
F(x)=A- cospx + B~ sinpz.
Die eingesetzte Randbedingung liefert

A=0

0:
0: B - sinpa = 0,

somit B = 0 oder sinpa = 0, was wiederum pa = mm, m € N, bedeutet. Somit p = =%
also sind die Eigenwerte
5 <m7r) 2
UV = —p = — _—

a

)

und die Eigenfunktionen
F,,(x) =sin mn -z, meN.
a

Fiir G(y) ist folgendes Problem zu 16sen:

G"+(v—)N)-G=0, G(0) =0, G(b) =0.
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Setze v — A = ¢?, dann folgt
G(y) = Acosqy + Bsingy.
Die Randbedingung liefert

G(0) =0: A=0
G(b)=0: B-singb =0,

somit gb = nm, n € N, also ¢ = 5. Das liefert die Eigenfunktionen

Gn(y) :sin%r-y7 n € N.

Die gemeinsamen Eigenwerte sind also

b=t (22 - ()"

Differentialgleichung fiir T'(¢):

T" — A\T = 0.
Setze ) )
=== (22" ().
somit
T+, - T =0,
d.h.

Tonn(t) = A+ €08 Climnt + B - S0 Climn t.
Zusammen ergibt das

Zmn(x, Y, t) = Fm(x) : Gn(y) ’ Tmn(t)

= (Apmn - €OS Climnt + By + SID Climpt) - sin —x - sin Ty
a

Die Funktionen z,,(x,y,t) erfiillen die Differentialgleichung und die Randbedingung!

. Superpositionsprinzip und Beriicksichtigung der Anfangsbedingung: Setze

z(x,y,t) = Z Zmn (2,9, 1)

m,n
. = mm nm
= g g (A - €OS Climnt + By« SIn Clppt) - sin —x - sin -
a
m=1n=1

Die Anfangsbedingung lautet

NE
NE

Z(CE,y,O) = Amn - sin mx Sinn_ﬂ- ; f(x’y)a

m=1n=1 a y

= mm nw oo
z(z,y,0) = Z Zan'C'an' sin - sin -V = g(z,y).

3
I
-
S
I
H
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a) Wir setzen f und g schiefsymmetrisch auf —a < x < a bzw. —b < y < b fort.
b) Wir setzen f ung g periodisch mit der Periode 2a (in ) und 2b (in y) fort.

Jedenfalls kénnen f und g in Doppel-FOURIER-Sinusreihen entwickelt werden:

.omT . onr
flx,y) = E E Gy SIN —2 - 8in —,
a b
m=1n=1
o0 (@)
.omm .onr
g(x’y) = bmn sin Tx sin Tya
m=1n=1

mit
4 a b
Ay, = —/ / f(z,y) - sin M7 - sin n—ﬂy dz dy,
ab Jo—o Jy a b
4

a b
byn = / / g(z,y) - sin M7 . sin n—ﬂy dzx dy.
b Jr=0y b

Koeffizientenvergleich in den Anfangsbedingungen liefert schlieflich

4 a b
Amn = Qmn = —/ / f(x,y)- sin LU sinmy dx dy,
ab z=0 Jy=0 a b

b 4 o P
By = — = / / g(x,y)- sin M7 o sin Ey dz dy.
abc Hmn Jz=0 Jy=0 a b

€ Hmn

7.3.2. Kreisformige Membran

Wir betrachten die Schwingungsgleichung

Uy = CQ(Umm + Uyy)

in der Kreisscheibe Kr = {(z,y) € R? | 22 + y?> < R?} mit der Randbedingung

U=0 aufdKp={(z,y) € R?|z%+y*>=R?}

Die zugehorigen Anfangsbedingungen folgen spéter.

Polarkoordinaten:
T = T COoS Y r =%+ y>?
ol _ )
Yy=rsmne (¢ = arctan =
T
Somit
T
Ty = —,
r
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Mit U(z,y,t) = u(r, o, t) gilt also

U = uy
z Y
Ur = UpTy + Uppr = —Up — 5 U
r T
U 1 22 n x <x Y > n 2xy Ty n y?
= —Ur — —<U — | —uUp — Su — Uy, — 5 U Uy =
T 3T e T 27 I B G g
x? 2xy y2 y2 Ty
= _2u7'7' 3 urap + _4u4p4p + 3u7‘ + 4 u(p
T r T
2 2 2
oy 2zy x 2
Uyy = Jgtrr = — g Urp + qlpp + —gur + —37u,  (analog)

Utt = CZ(UJ;J; + Uyy)
2 1 1 2
wp = | Upp + ;ur + ﬁuw, = c“*Au.

Annahme: Radialsymmetrisches Problem, d.h. v hingt nicht vom Winkel ¢ ab. Dies fiihrt
zur Differentialgleichung

1
Ut = 02 <u7"7" + ;W) (75)
mit der Randbedingung
u(R,t) =0 (7.6)
und den Anfangsbedingungen
u(r,0) = f(r)

Ut(n O) = g(?“).

(Annahme: AB seien auch radialsymmetrisch, da diese auf radialsymmetrische Losungen
fithren.)

1. Schritt Produktansatz:
u(r,t) = W(r)-T(t)

Somit
wWT" = ¢? (W”T + 1W’T)
T

T” 1 7 1 / 2
CQ—T—W(W W)=k

(wobei k konstant), also
1
W + ;W’ +EW =0 (7.7)
T+ E*T =0 (7.8)

mit der Randbedingung
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2. Schritt Losen der Differentialgleichung fiir W:

,ds

= — kw W// — k2w//
dr ’ '

Setze s:=kr: W(r)=w(s), W =w

Aus (7.7) ergibt sich

also

w + v +w =0,
s
eine BEssELsche Differentialgleichung (siche Anhang A.2) zum Index v = 0 mit der Losung
w(s) = c1do(s) + c2Yp(s).

Da Yj(s) fiir s — 0 gegen oo strebt, die Losung aber fiir ¥ — 0 beschrénkt sein soll, wihlen
wir ¢; =1 und ¢ = 0. D.h.
W(’I“) = J(](]CT’)

Die Randbedingung lautet
W(R) = Jo(kR) = 0.

Wihle k so, dass kR eine Nullstelle der BESSEL-Funktion Jj ist:

kR = oy,
mit Jo(a,) =0 firm=1,2,....
Wir erhalten die Eigenwerte
k= &m
m R 9

und die Eigenfunktionen
Win(r) = Jo <a§mr) .
Fiir T'(t) folgt aus (7.8) mit k,,c = A, die Differentialgleichung
T+ X T =0
mit der allgemeinen Losung
T(t) = @ cos At + by sin Ay t.
Damit ist

Uy (1, 8) = Wi (1) T (t) = Jo (%T) (@ €08 Ayt + by, SIn Ay t)

eine Losung der Differentialgleichung (7.5), die die Randbedingung (7.6) erfiillt.
Das sind in ¢ periodische Funktionen, ihre Frequenz ist

A Ck:

U, = — = —

m 2 o
Ck‘ c o1

v = — = — . —

= ox™ ™ a9r R
C a9

Vg = — - —.

2 2 R

d.h. die Frequenzen stehen in keinem ganzzahligen Verhé&ltnis zueinander.
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3. Schritt Superposition:
o0 o0 ) am
u(r,t) = Z U (1, 1) = Z (@ €08 At + by, sin Ay t) Jo <fr)
m=1 m=1

ist Losung der Differentialgleichung, die die Randbedingung erfiillt. Betrachte Anfangsbedin-
gung
u(r, 0) = f(?“),

> @
Z amJo <fmr) = f(r).
m=1
Satz 7.1. Fiir jedes feste n € Ny bilden die BESSEL-Funktionen

I <%r>,Jn <%r>

auf [0, R] eine orthogonale Funktionenfamilie bzgl. der Gewichtsfunktion p = r, d.h. fiir das
Skalarprodukt gilt

also

Dabher ist

B erf(r)Jo (%2r) dr - 2 R am
Ay = 22 fORTJg (%r) = R2J12(Oém)/o rf(r)Jo (—r) dr.

Aus dem 2. Anfangswert

ergibt sich

und somit
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7.4. Potential einer Kugel

Wir betrachten die Potentialgleichung im R3
AU =0

fir 22 4+ % + 22 < R? oder 22 + 4% + 22 > R?, d.h. einmal wird der Innenraum und dann der
AuBenraum der Sphére mit dem Radius R betrachtet.
Mit Hilfe von Kugelkoordinaten

T =71 cospsiny
y = rsinpsind U(z,y,z) = u(r,¢,0)
z =rcost

lautet der LAPLACE-Operator

A . 2 n 1 n cot . 1
U=1u U+ =u — Uy + ———u
rr T T T2 rz 0T p2ginZy #¥

1 /0 [ 50u n 1 0 (. ﬁﬁu n 1 0%
== |=(r=— — | sind— — |-
r2 \ Or or sin ) 9V o sin? ¥ Op?
Auf der Kugeloberfliche K : z? + 32 4 22 = R? sei das elektrische Potential in folgender
Form vorgegeben:

u(R, p,9) = f(9).
Gesucht ist das elektrostatische Potential im Innenraum bzw. im Auflenraum. Im zweiten

Fall tritt noch die Bedingung
lim u(r,,9) =0

T—00

dazu.
Da das Potential auf K nicht vom Winkel ¢ abhéngt, wird es auch im Raum von ¢ un-
abhéngig sein, d.h. u = u(r,¥). Wir betrachten also folgendes Randwertproblem:

0 50U 1 0 . Ou
E <7” E) + Sinﬁ% <Slnﬁ%> = (79)
u(R, ) = f(9) (7.10)
ILm u(r,9) =0 (fir AuBenraumproblem). (7.11)
Produktansatz

u(r,¥) = G(r) - H(9),

fithrt auf L d 1 ;
E%(TQ "(r)) = —Hsinﬁ%(sinﬁH'(ﬁ)) =k (const.)
und somit
1 d, . ,
sinﬂ@(sm YH')+kH =0 (7.12)
d%(r?c;’) — kG =0. (7.13)
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Losung von (7.13):
r2G" + 2rG' — kG =0

ist eine EULER’sche Differentialgleichung, die mit dem Ansatz G(r) = r® auf

o +a—k=0,
also
-l + ! +k
12 = —3 1
fithrt. Zur Vereinfachung setzen wir k = n(n + 1), somit ergibt sich
a1 =n, ag=—(n+1)
Gn(r)=1r", G =r L,

L6ésung von (7.12): Substituiere

costd =: w
sin?d =1 — w?
d .
0= —smv§%
H(9) = H(w)

und erhalte so R R R
(1—w*)H" —2wH' +n(n+1)H =0

(LEGENDRE’sche Differentialgleichung, siche Anhang A.1). Fiir n =0,1,2--- erhalten wir als
Losungen die LEGENDRE’schen Polynome

H,(w) = P,(w) = Py(cos?).

Anmerkung: Man kann zeigen, dass es notwendig ist, n € Ny zu wihlen, um eine auf
—1 <w <1 oder 0 <¥ <7 stetig differenzierbare Funktion zu erhalten. Damit gilt

Up = Apr" Py(cos ), A, €R (fiir Innenraumaufgaben geeignet),
B

uy = n—:_lan(cos 9¥), Bp€eR (fiir AuBenraumaufgaben geeignet).
T

7.4.1. Innenraumproblem

Die Funktionen u, sind Lésungen der Differentialgleichung (7.9), die im Ursprung regulér
sind. Eine Superposition liefert

u(r, ) = Z Apr" Py (cos 9).

n=0

Die Randbedingung (7.10) lautet

u(R,0) =Y AnR"P,(cosv) = f(V).
n=0
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Die Funktion f wird also (in eine verallgemeinerte FOURIER-Reihe) nach den LEGENDRE-
Polynomen entwickelt:

f(9) = f(arccos(cos¥)) = f(w)

= i /Bn n Z /Bn COS 79
n=0

Fiir die Funktionen P,,n € N, gelten die Relatlonen

/ P, x)dr =0 fir m#n,m,n €Ny
/ P2 (z)dx = 2 fir meN
™ T o2m+1 0
d.h. mit dem Skalarprodukt (f,g) f f(z)g(x) dz gilt
0 fir m#n,m,n €Ny
(P, Pn) = 2 i cN
o 1 urm 0

Man sagt, die LEGENDRE-Funktionen Py, Pj, P, ... sind orthogonal auf [—1,1].
Damit erhélt man nun die Koeffizienten 5, in der Form
J21 F(w)Pa(w) dw _2p + 1 / £
f_l Pg ) dw

Daraus folgt mit A,, = % fiir die Losung des Innenraumproblems

B =

(cos ) sin ) d.

= Z Apr" Py (cos )

it _2n+1
A, = S Rn / f(9) P, (cos ) sind di.
7.4.2. AuBenraumproblem
Die Funktion -
u*(r,9) = nz%) %Pn(cos )

erfiillt die Differentialgleichung (7.9) und die Randbedingung (7.11). Analog zu den vorigen
Uberlegungen folgt unter Beachtung der Randbedingung (7.10)

B, 2 1
Tkl = n+ /f w(cos ) sin ) dv

die Losung des Auﬁenraumproblems in der Form

00 B,
u*(r,9) = Z mPn(cos )
n=0
mit 5 1
B, = n—i— R"+1/ f(9)Py(cos¥)sind dv.
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7.5. Warmeleitung auf der Kreisscheibe

Wir 16sen das Warmeleitungsproblem

Au = a’uy
mit ¥ = (z,y) und
u(,0) = f(7) fiir [|7]] < R,
uw(Z,t) = fir |Z|| = R,
0
baw. a—g(f, £)=0 fir ||Z] = R.

Dazu setzen wir u(Z,t) = X (Z)T(t) an. Dies ergibt fiir die Wirmeleitungsgleichung
AX LT
— =a"=.
X T

Da die linke Seite nur von der Ortsvariablen, die rechte nur von der Zeit abhéngt, miissen
beide konstant sein, also = —u? (die Wahl der Konstanten < 0 wird sich spéter rechtfertigen).
Wir bekommen daher zwei Gleichungen

AKX = 2%,
a*T' = —1°T.

Die zweite Gleichung wird durch T'(t) = exp <—Z—§t) gelost; die erste bleibt noch zu l6sen.
Dazu fiithren wir Polarkoordinaten ein und erhalten mit X (@) = X(r,p)

_9’X 10X | 10°X

AX 1od 1o
(%) Or? + r Or + r2 92

—12X.
Mit dem Produktansatz X (r,¢) = P(r)®(¢) erhélt man
/! 1 / 1 2 2
P'®+-P®+ PO =—p"Po
r r

und nach Division durch P® und Ordnen

Pl/ / (I)l/
25 T 2,2 . *
rP—l—rP—i-,ur T

Die linke Seite hédngt nur von r, die rechte nur von ¢ ab, wodurch beide Seiten konstant
= — )2 sein miissen.
Wir 16sen zuerst
P’ = —\?®

wobei sich aus der notwendigen Periodizitdt von ® die periodischen Randbedingungen
®(0) = ®(27r) und @'(0) = &' (27)
ergeben. Die Losungen lauten dann

O (p) = Acos Ap + Bsin Ay,
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wobei die Randbedingungen noch zu erfiillen sind:

P(0) = A =P(2m) = Acos 2w + Bsin 2\«
®'(0) = AB = ®'(27) = —AAsin 27 + AB cos 2.

Als Gleichungssystem in A und B aufgefasst, hat dies genau dann eine nicht-triviale Losung,
wenn die Determinante
A ((cos2am — 1)2 + sin? 2Am)

verschwindet. Dies ist offensichtlich nur fiir A € Z moglich (wir wéhlen A = k € Np).
Es verbleibt noch die Gleichung

2 2
P+ %P’ - %P = % ((rP)’ — %) = —p’P (7.14)
unter der Randbedingung P(R) = 0 (bzw. P'(R) = 0) zu losen. Eine zweite Randbedin-
gung wird sich aus |P(0)| < oo ergeben. Die obige Gleichung ist der BESSELschen Differen-
tialgleichung sehr dhnlich und kann durch die Variablensubstitution ¢ = ur auf eine solche
transformiert werden:

aP _dpt _ dp
dr ~ dtdr  at
&P PP (dt\® &P
a2 " Az \dr) "V e
und somit
AT I 2 2
— P+ —pP + (t° = k%)P = 0.
Iz K
Losungen dieser Gleichung kénnen durch die BESSEL-Funktionen erster Art J; und die
BESSEL-Funktionen zweiter Art Yj angegeben werden (sieche Anhang A.2). Die Randbedin-
gung, dass P im Ursprung beschrinkt bleiben soll, fithrt dazu, dass der Anteil von Y, an der
Loésung verschwinden muss. Es gilt daher

P(r) = Ji(pr),

wobei nun noch die zweite Randbedingung P(R) = 0 (bzw. P/(R) = 0) erfiillt werden muss.
Wir bezeichnen nun mit ugk) die i-te Nullstelle der k-ten BESSEL-Funktion (bzw. mit I/i(k) die
i-te Nullstelle der Ableitung der k-ten BESSEL-Funktion); wegen der Gleichung (7.14) sind

die Funktionen Jj(pur) genau fiir

(®) (k)

= ]Z% bzw. u:'ui

Losungen des obigen Randwertproblems.
Wir haben also spezielle Losungen folgender Gestalt erhalten (i > 1,k > 0):

s PONS
wik(Z,t) = Ji ;2 r | (Acosky + Bsinkg)exp | — | =4 t

a
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(k))

(bzw. analoge Losungen unter Verwendung von v; ). Es verbleibt noch nachzupriifen, ob
mit Linearkombinationen dieser Losungen alle Anfangsbedingungen erfiillt werden konnen.
Dazu bemerken wir wieder, dass nach dem Entwicklungssatz die Linearkombinationen der
Eigenfunktionen von (7.14) dicht im Raum der stetigen Funktionen auf [0, R] liegen; ebenso
liegen die trigonometrischen Funktionen dicht im Raum der stetigen Funktionen auf [0, 27].
Dann liegen aber nach dem Satz von Stone-Weiterstrafl die Produkte solcher Funktionen dicht
im Raum der stetigen Funktionen auf dem Kreis.

Letztendlich miissen wir noch kldren, wie die Koeflizienten in der Entwicklung einer
Funktion f(z) = f(r,¢) nach den oben erhaltenen Funktionen zu gewinnen sind. Dazu
bemerken wir, dass wegen der Orthogonalitit von Eigenfunktionen von Sturm-Liouville-

(k)

Problemen die Losungen Jg <“ L 7“) paarweise orthogonal beziiglich des Skalarprodukts

= fo r dr sind. Daher sind alle erhaltenen speziellen Losungen paarweise
orthogonal bezughch des Skalarproduktes

- /0 ’ /0 7 fr ool ) r dr dp.

Die Koeffizienten agk) und bgk) in der Entwicklung

= 3 © 0 (k) (k)
;al Jo( ) ZZJk( )(aZ cos ko + b, smkap)

k=1 1i=1

konnen daher durch

21
ay” 2A(0// Jo u@ f(mp)v" dr de
s

0) _ or
A, /0 Jo <,uz R) rdr
1 R/27r k)T
= —F= J, o — r,p)rcosky dr d
WA(k)/O ; k<#z R) fr,e) ¢ dr dp

R r2rm
b _ 1 (k)T :
b, = wAz(k) /0 /0 Jk <ui R> flryo)rsinke dr de

R 2
(k) _ (k)T
Ay —/0 Ji </‘i R> rdr
berechnet werden.

Als endgiiltige Losung ergibt sich nun
(0)

a0 =t =S (0 ) - () 1) -
»3 (k)
Z Z Jk (,U'Z(k)%) (agk) cosky + bz(k) sin k(p) exp | — (ZZR ) ¢l

(k)

bzw. ein analoger Ausdruck mit v,
treten nur die Terme mit Jy auf.

. Im Falle einer radialsymmetrischen Anfangsbedingung
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A. Potenzreihenansatze bei gewohnlichen
Differentialgleichungen

A.1. Losungen bei reguldren Koeffizienten

Definition A.1. Ein Punkt, in dem die Koeffizienten p und g der Differentialgleichung
y" +p(@)y +q(x)y =0

analytisch sind, heifit reguldrer Punkt der Differentialgleichung.

Fiir eine solche Differentialgleichung kann man Losungen mit Hilfe des Ansatzes
o
y(@) =Y an(x —z0)"
n=0

finden, wenn x( ein regulidrer Punkt ist (Potenzreihenansatz).

Beispiel A.1 (LEGENDRE’sche Differentialgleichung). Betrachte
(1—a2¥)y" — 22y +v(v+1)y=0, veR.

Hier ist g = 0 ein reguldrer Punkt.
Ansatz:

oo
y(z) = Z ama™.
m=0

In die Differentialgleichung eingesetzt liefert dies

o o o
(1—a?) Z m(m — 1)ama™ % — 2z Z mamz™ L+ (v +1) Z amz™ = 0,
m=0

m=0 m=0

also -
> ((mA+1)(m+2)ami2 + (v —m) (v +m + Dap)) 2™ = 0.
m=0

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Rekursionsformel

(v—m)(v+m+1)
(m+1)(m+2)

Am+42 = — ) Am, M Z 0.
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Somit fiir

vir+1
m=20: ag = — (1.2 )QOa
m=1 a3——(y_1)(y+2)a1,
2.3
B (v=2)v+3)  vv-2)(v+1)(v+3)
m =2 a4 = — W as = o ao,
3 a5 = _(1/— 3)(V—|—4)a3 _ (v—1)(v— 3)(V+2)(V+4)a1.
4-5 5!
Im Allgemeinen gilt also
Vv =2 (v+2-2k)v+1)(v+3)---(rv+2k—-1)
agr = (—1) ao,
(2k)!
" B (_1)k(u—1)(y—3)---(1/—2k:+1)(1/+2)(1/+4)---(V+2k)---(u+2k)a
Damit folgt die allgemeine Losung der Differentialgleichung in der Form
y(z) = aopy(z) + a1q,(z)
mit
N\ =2 (22 v+1)---(v+2k—1) o
k=0
s — (v -3 (v=2k+1)(v+2)(v+2k)
() = 1 k(v 2k+1
%(2) ;;)( ) (2K + 1)! !

Bemerkung. Die beiden Reihen konvergieren fiir || < 1, die Funktionen p, und ¢, sind
linear unabhéngig.

Spezialfall v=n e N.

Rekursionsformel
(v = m)w +m+ 1)

(m+1)(m+2)

Amt2 = — Am, m > 0,

Fiir m = n folgt daher
(py2 = Apipg = -+ = 0.
Fiir n gerade bricht die Reihe p,(x) bei 2™ ab, die Reihe g, (x) bricht nicht ab.
Fiir n ungerade bricht umgekehrt die Reihe p,,(z) nicht ab, die Reihe ¢, (x) bricht bei "
ab.

Die allgemeine Losung enthilt daher auf jeden Fall ein Polynom P, (z) und eine unendliche
Reihe Qn ().
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Um P, anzugeben, ist es iiblich, a,, so zu wihlen, dass P, (1) = 1:

~ (2n)!
= on(nn)2
 (n=Dn (2n —2)!
=2 = oo — )™ T T2 —1)i(n - 2)
B (2n —4)!
=t = 9naltn — 2)I(n — 4)1
(=1)*(2n — 2k)!
An—2k = ’
27kl(n — k)l(n — 2k)!
also (2]
2 _1\k _ |
P - St DN 2R
27kl(n — k)l(n — 2k)!
k=0
mit
[ﬂ} _ N falls n gerade,
2 "T_l falls n ungerade.
Somit;:
Po(z) =1
P(z)==x
1
Py(x) = 5(3952 -1
1
Ps(x) = 5(5303 — 3x)
1
Py(z) = g(35;,;4 —302% + 3)
Fir @, gilt

lz] <1

) = pn(l)gn(xz)  n gerade
@l {_qn(l)Pn(ﬂc) n ungerade

(die LEGENDRE-Funktion 2. Art).
Die allgemeine Losung ist dann

y(x) = 1Py (x) + c2Qn(x), c1,c20 €R.

A.2. Losungen bei schwach singuldren Koeffizienten
Definition A.2. Die Koeffizienten der Differentialgleichung
y" +p(@)y +q(@)y =0
haben in x = xg eine Singularitéit. Der Punkt xy heifit schwach singuldr, falls die Funktionen
(x —20)-p(zr) und (2 —z)*- g(x)

in o analytisch sind.
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Die Potenzreihenmethode ist dann nicht mehr direkt anwendbar. Man verwendet einen
modifizierten Ansatz von der Form

y(zr) = (x — xo)SZan(x —x9)", seR,ay#0
n=0

(FrROBENIUS-Methode).

Beispiel A.2 (BesseL’sche Differentialgleichung). Betrachte
22y +ay + (2> =)y =0, v>0. (A1)

Sei zunéchst z > 0. Somit ist zg = 0 ein schwach singulérer Punkt. Der Ansatz

y(z) = Z anxn—l—s
n=0
fiihrt auf

[e.9]
(s —vHagz® + ((s +1)* = v*) arz*t! + Z (((s+n)* = v?) an + an—2) 2" =0.

n=2

Wegen ag # 0 liefert die Forderung
(s> = 1Hag =0

(Index-Gleichung) die Relation

51,2 = +v.
Wegen v > 0 verschwindet fiir s; = v die Losung y von (A.1) im Ursprung, fiir s, = —v wird
die Losung im Ursprung unendlich!
1. s1 =v:
(2v +1)a; =0 =a =0
@ — ___9n=2
" n(2v+n)’
also
aggy+1 =0, k=1,2,3,...,
(=1)*ao

a2k:22kkj|(y+kj)(y+k_1)(y_|_1), k:1,2,3,....

Um fiir die Koeffizienten ag eine kompakte Schreibweise zu erzielen, fithren wir die
Gamma-Funktion ein.
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Gamma-Funktion Die Gamma-Funktion I'(z) ist definiert als
o
[(z):= / e 't 1 dt (konvergent fiir 2 > 0)
0
Es gilt
Partielle Integration liefert
also
im Allgemeinen
I'(n+1)=n! firne Ny

I'(z) ist also eine Verallgemeinerung der Fakultét! O

Die Koeffizienten as; von vorhin kénnen damit angegeben werden in der Form

(=1)k2"T'(v + 1)ag

= k=1,2,3,...
asg 22k+yk'P(V—|—1+l€)’ ) &y 9, 9
Damit erhalt man
k v
2 F V+ 1) 2k+v
_aoZ 22k+ukvr vrk+D)"
Es ist {iblich,
1
WO T )

zu wéhlen und die Losung dann mit J,, zu bezeichnen:
o k ,.2k+v
-1
B =3 L
pard 2AVEIT (v + k+ 1)

(BEsSEL-Funktion 1. Art zum Index v). Diese Funktion liefert eine reguléire Losung der
Differentialgleichung (A.1).

. S§9g = —U:

Wir erhalten zunéchst
(—2v+1)a1 =0=0a1 =0

mit der Forderung v # 3. (Der Fall v = $ wird spéter behandelt.)

Mit der Rekursionsformel

ﬁ; n 2 2’
n(n — 2v)

anp = —
erhalten wir die BESSEL-Funktion 1. Art zum Index —v:
o
(_1)km2k7u
J_ = .
() kz_o 2h—VEIT (—v+ Kk +1)
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Bemerkung (ohne Beweis). J,, J_, konvergieren fiir alle x, sie sind linear un-
abhéngig, falls v ¢ N.

Die allgemeine Losung von (A.1) ist dann
y(x) = c1Jy () + caJ_p ().

Falls v =n,n € N:
MNz)=cc firz=0,-1,-2,-3,...,

also
n—1 o0
(—1)kg2kn 1 (—1)kg2k—n
Tonl@) = 3 g Tntk+l) 2 g [(=n+k+1)
k=0 ’ —_————~ k=n ‘
=0
— 22tk T(n + k4 1)
= (=1)"J,(x).

Jn und J_, sind also linear abhéngig!

Gesucht ist nun eine zweite, von J,, linear unabhéngige Losung. Dafiir gibt es mehrere
Moéglichkeiten, eine davon ist

cos(vm)dy,(x) — J_, ()

sin(v)

Y, (z) =

(ohne Beweis).
Fiir v ¢ Z ist Y, eine Linearkombination von J, und J_,, linear unabhéngig von J,,.

Fiir v = n,n € Nist Y}, zunéchst nicht definiert, aber es gilt

Yo (x) = lim Y, (z).

v—n

Dieser Grenzwert existiert, ist Losung der BESSEL’schen Differentialgleichung und linear
unabhéngig von J,.

Y, (z) wird die BESSEL-Funktion 2. Art zum Index v genannt.

Die Losung ist in diesem Fall also

y(x) =c1dy(z) + Yy (z), v >0.

2

J1 =4/ —sinz, x>0,
2 T
2

J 1 =14/—cosuz, z>0
2 T

Im Fall v = 1 gilt

(ohne Beweis).
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