KURZE ZUSAMMENFASSUNG ZUR NUMERIK VON STOCHASTISCHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Im weiteren sei X = {X(¢) : 0 <t < T} Losung folgender Differential
-gleichung:

{dX(t) = b(X(t))dt+ o(X(t))dB(t),
X(O) = Xy.

Das Euler Maruyama Scheme: Sei {& : k € N} eine Folge unabhéngiger

normalverteilter Zufallsvariablen, sodass & ~ N(0,7), und {X} : k € N}
durch folgende Rekursion gegeben:

)i(k; = Xjo1 +b(Xpo1)7 + 0(Xp1) & k> 1,
XO = Xg.

Man unterscheidet folgende drei Arten von Fehlern:

a.) Der starke Fehler:

1

(E ‘X(Tk) - Xk’p> v
b.) Der schwache Fehler: Sei ¢ € 0152) (R) fix.
[Eo(X (k) — E(Xi)|
c.) Der Fehler fast iiberall: Es existiert eine Zufallsvariable sodass gilt:
]X(Tk) - Xk‘ < C(w) T

Theorem 0.1. Sind o und b mit b,o € C’b(3) (R) dann ist der starke Fehler
von Ordnung %

Proof. 1. Schritt: Im ersten Schritt schreiben wir die Differenz als al-
ternierende Summe:

k

> X((k = (n— 1)1, X0 1) = X((k —n)7r, X5)
n=0

X(rk) - %i| =

1



2
Sei Fj, := Fpr, k € N. Dann gilt
E ’X(Tk) _ Xk‘

k
> X((k—(n— 1)1, Xp 1) = X((k —n)7, X,)

n=0

_E [X((k (= 1)1 Kne) — X((k — n)7, X) | fn_l}

IN

E

+E [X((k — (n—1)7, X 1) = X((k —n)7, X,) | fnfl} ‘

< E nzk;)X((k —(n—1))71, Xp 1) — X((k—n)7, X,)
x [X((k; (= 1)1, K1) — X((k —n)7, X) | fH} ‘
+E ZE[ (n— 1)1, Xn1) — X((k —n)1, Xn) | Fn_l]
545,

Im Hilbertraumen gilt fiir jedes diskrete Martingal {Mj}, : k € N}

p
k 2
E|MP <E (Z |M,, — Mn_1|2> .

n=0
Daher gilt

k

> X((k—(n— 1)1, Xp 1) = X((k - n)r, X,,)
n=0

B [X((k = (0= D)7 Kao) = X((k = )7 %) | ]|

S1 = E

k
EY ‘X((k — (=17 K1) — X((k — )7, Xn)

n=0

. . 2
) [X((k —(n—1)7, Xn-1) = X((k—n)7, X,,) | fn—l} (

IN

(n— 1)1, Xpn_1) — X((k — n)7, X,) i

IA
&
.
><

\E [ (= D)7 Kut) = X (k=) X | o]

(n— 1)1, K1) — X((k — n)r, %)

A

lngle

s
N

) . 2
+E ‘E [ (k—(n—=1))7,Xn1) = X((k—n)7, Xp) | ]:”’1} ‘
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Die Lipschitzstetigkeit der Losung bzgl. den Anfangsbedingungen ergibt:

k
R . 2
S1 < QZE‘X(T,anl)_Xl(anl) -

Also, zu berechnen ist

E|[X(r,y) - &1(y)] - E[X(7,9) — &1(y)]]

/T (0(X(s)) —o(y)) dB(s) + /T (b(X(s)) = b(y)) ds
0 0
2

| [ o) - o) dB) + [ 00 - i) i

Die It6 formel ergibt

E|[X(r,y) - 21(y)] - E[X(r,y) — &1(y)]

@+Aéb X(r)) dr dB(s)
//U " drds+/0 /Osa<x DV(X (1)) dB(r) ds
// )) dr dB(s +;/0 Osa DY (X (1) dr ds
[/ (o(X(5) @+ [ oexen o s

< dB(r)dB(s )
2
+ ))drdB(s)
2
+ fE ))drds

2

4 E/ / (X (r) (X (1)) dB(r) ds
4 E// (1) drds|
N E// N (X () drds|

Jetzt gilt es jedes einzelnen Term abzuschitzen. Der ’worst case’ ist der
Term wo jeweils iiber den Wiener Prozess integriert wird. Das heisst der




4

erste Term. Zweimal die It6 Isometrie angewendet ergibt

2
E

2

/OT /O (X ()o' (X (1)) dB(r) dB(s)
/SU(X(T'))J’(X(T))dB(r) ds

0

0
B T ps , 9
_ E/O /O lo(X (1)’ (X(r)[? drds

Da o Lipschitz stetig ist, ist o’ beschriinkt und da E| X (¢)|> < C gilt, erhalten
wir die Abschitzung

2

E < C72.

/0 ' /O (X (r)o’ (X (r)) dB(r) dB(s)

Setzt man diesen Term in die Summe fiir Sy ein, erhalt man
k . . 2

$1 < 2Y E[X(r, %) - Xi(Xo)
n=0

Die gleichen Uberlegungen kann man mit S, machen. Zieht man die Wurzel,
erhalt man als Fehler

E}X(Tk)—f(k‘ < <E‘X(Tk)—)zk‘2>é§07'.

1. DER SCHWACHE FEHLER

Idee: Sei (P;)t>0 die Markovian Halbgruppe von X
Po(z) = Eo(u(t,z)), ze€R, t>0, ¢e B(R),
und (Qn)nen die (diskrete) Markovian Halbgruppe von X i.e.
Qné(z) = Ed(in(z))), z€R, neN, ¢eB(R),

Dann gilt ja fir t =1, i.e. nT =1

n—1
Pt_Qn: ZPkT [P’T_Ql]ankfl‘
k=0

Remark 1.1. Es gilt ja Q, = (Q1)", n € N.
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Ausarbeitung: Wie Talay und Tubaro (Expansion of the global error for
numerical schemes solving stochastic differential equations, 1990) fiihren wir
folgende Funktion & ein:

U: Hox[0,T] — R
(,y,t) = V(z,y,t),

wobei
U(z,t):=FE"[¢(X(T —1)], telo,T].

Damit kénnen wir den schwachen Fehler folgendermafien umschreiben

err(¢) =

E%W(X,, T) — ExO\IJ(X(T),O)’ .

Aufgrund der "tower property’ des bedingten Erwartungswert haben wir

em@)zﬁmgfw(Xﬁ44n—wm)—Q(Xﬁ(ann—u+¢»m)
1=0

n—-1
— [E%o § EXn—i-1
=0

Das heifit wir miissen folgende Differenzen abschéatzen:

w(Xhm—om)—wumm—i—n%ﬁ.

E” | (X1, (0= B)7) = W (2, (0 — k = 1)7)|

erry (k) := , ke{0,...,n—1},

wobei z eine Fj.-messbare Zufallsvariable ist. Da wir Konvergenzordnung
eins wollen, miissen wir zeigen dass der Ausdruck von Ordnung zwei ist, d.h.

err(k) < C 7%, 7>0.

Interpolieren wir den an sich diskreten Prozess X = {X, : n € N} durch
einen stetigen Prozess X = {X(¢) : 0 <t < oo} der folgende Gleichung l6st
(der Prozess X ist so gewahlt, dass X (k1) = X}, gilt): Sei t € [k7, (k + 1)]:

(1.1) { dX(t) = b(Xy)dt+o(Xp)dB(t),

Da X; = X (kT) gilt, setzten wir fiir den diskreten Prozess X den stetigen
Prozess X ein. Dass fiihrt dann zu

E® [\11 (Xl, (n— k:)T) —V(z,(n—k—=1)7)

_ (k+1)7 . R . 1 5 .9 .
/‘ (X (), 8) + BV (X (5), ) + S0 (X0 Wau(X(s), ) ) ds
kT

Aus der Definition von ¥ folgt dass

Uy (z,t) = —=b(x)Vy(x, s) + %a(w)Q\Pm(x, s).
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Oben eingesetzt erhalten wir

E® [\IJ (Xl, (n— k)T) —U(z,(n—k— 1)7)}

(k+1)7 R . ~ A~
= /k <_b(X(8))\Px(X(S)75) - 7U(X(S))2W$1(X(S)’S)

T

() Wa (X (s), ) + %U(Xk)%ym()z(s), s)) ds

(k+1)7 . R N R
- /k (b(X(kT))‘I/x(X(kT), kr) — b(X () Wu (X (5), s)) ds

T

(k+1)7 A X )
+;/kT (O'(X(kT))2‘I’xx(X(kT),kT) —a(X(S))mIzm(X(S),S)) ds

(k+1)7 N R . R
+ /k (b(X0)Wa(X(5), 5) = H(X (k7))o (X (k7). k7)) ds

1 (k+1)7 . ~ ~ ~

+5 / (o (X020 (X(5), ) = (X (7)) * Wy (X (7), 7)) dis.
kT

Wendet man jetzt nochmals die Itd6 Formel an, bekommt man ein Ausdruck

der iiber zwei Integrale geht:

E® [\11 (Xl, (n— k)T) —V(z,(n—k—=1)1)

_ / o / HXEDTAK (), 5) 4 o+ 0(Xp) V(K (1), ) dr ds.
k kT

-
Als Voraussetzung fiir das Theorem erhélt man, indem man genau analysiert
wie man den letzten Term abschéatzen kann.
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