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Kapitel 1

Risikomodelle

The function of the expert is not to be more right
than other people, but to be wrong for more so-
phisticated reasons.

DaviD BUTLER

Definition 1 Unter einem Risiko verstehen wir eine Zufallsvariable X, die nur
nicht-negative Werte annimmdt.

In der klassischen Lebensversicherung werden {iiblicherweise einzelne Lebensver-
sicherungsvertrige und deren Eigenschaften (wie erwartete Auszahlungen, Pramien,..)
betrachtet. Fiir Versicherungsgesellschaften ist es jedoch vorteilhaft, ein ganzes
Portfolio von Versicherungsvertriagen (den Policen) auf die zu erwartenden Gesam-
tausgaben hin zu untersuchen (und dann beispielsweise die notwendige Gesamtpriamie
auf die einzelnen Policen aufzuteilen). Dies gilt insbesondere fiir den Schadensver-
sicherungsbereich (z.B. KfZ, Haftpflicht). Allgemein bezeichnen wir in der Folge
jede vom Versicherer an den Versicherten zu erbringende finanzielle Leistung als
“Schaden”.

Wir bezeichnen mit S den Gesamtverlust (bzw. Gesamtschaden) eines Portfolios
von Versicherungsvertriagen einer Versicherungsgesellschaft in einer bestimmten
Zeiteinheit (z.B. 1 Jahr). Typischerweise sind in einem solchen Portfolio Vertrage
derselben Versicherungssparte (z.B. Lebensversicherung, Krankenversicherung,
KfZ-Versicherung usw.) enthalten.

S ist eine Zufallsvariable (“das Risiko”), deren Verteilung wir je nach zugrun-
deliegendem Modell bestimmen wollen. In der Folge werden wir zwei Risiko-
modelle unterscheiden, das individuelle Risikomodell und das kollektive Risiko-
modell. In diesem Kapitel wird der Zeitwert des Geldes (im Gegensatz zum
vorigen Kapitel iiber Lebensversicherungen) der Einfachheit halber nicht bertick-
sichtigt (der Zinssatz wird also gleich Null gesetzt). Es handelt sich hier somit
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6 KAPITEL 1. RISIKOMODELLE

genaugenommen um Risikomodelle fiir kurze Zeitspannen (engl. “risk models for
a short term”). Léangere Zeitspannen werden in Kapitel 3 behandelt.

1.1 Das individuelle Risikomodell

1.1.1 Allgemeines

Im individuellen Risikomodell wird

S=Yi+...+Y, (1.1)

definiert, wobei Y; den Schaden (bzw. die zu erbringende Versicherungsleistung)
bezeichnet, der aus der i-ten Police innerhalb des betrachteten Zeitintervalls
erwéchst, und n ist die Gesamtanzahl der Policen im Portfolio. Dabei wollen wir
voraussetzen, dass die Zufallsvariablen Y; (i = 1,...,n) voneinander unabhéngig
sind.
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Beispiel 1: In einem Lebensversicherungsportfolio einer Versicherungsge-
sellschaft befinden sich 1000 Versicherungsvertrage vom Typ A sowie 800
Versicherungsvertrage vom Typ B, wobei Typ A eine 1-jahrige Todesfallver-
sicherung mit Versicherungssumme 1000 € ist und Typ B eine 1-jdhrige
Todesfallversicherung mit Versicherungssumme 3000 €. Unter der (stark
vereinfachenden) Annahme, dass jeder der Versicherungsnehmer in diesem
Jahr die gleiche Sterbewahrscheinlichkeit ¢, = 0.003 besitzt, sollen die ersten
beiden Momente des Gesamtschadens S, der fiir die Versicherung aus diesem
Portfolio entsteht, berechnet werden:

Die Zufallsvariable YZ-(A), die den Auszahlungsbetrag an den i-ten Versicherten
vom Typ A beschreibt, hat folgende Zweipunktverteilung:

PY;Y = 0] =p, und P[Y;"Y =1000] = ¢,
fiir ¢ = 1,...1000. Analog gilt
PlY;?) = 0] =p, und P[Y® =3000] = ¢,

fiir ¢ = 1,...800. Es folgt somit
1000 800 1000 800

Z Y;(A) + Z Yz‘(B) _ Z E[Yi(A)] + Z ]E[Y;(B)]
i=1 i=1 i=1 i=1

= 1000 -3+ 800 -9 = 10200 €

E[S] = E

und wegen der Unabhéngigkeit der Y;

1000 800

(A) (B)
PRI

i=1 i=1

= 1000 - 10%¢, p, + 800 -9 - 10° ¢, p, = 24.5 - 10°.

Var[S] = Var :1000V&Y[3/;(A)]+800Var[Y;(B)]

Falls die Schéden Y; alle identisch verteilt sind (mit Verteilungsfunktion G), so
folgt wegen der Unabhéngigkeit und (1.1) fiir die Verteilung von S

P(S < z) = G*™(x). (1.2)

Dabei bezeichnet G* die n-fache Faltung von G mit sich selbst. Man beachte,
dass fiir eine realistische Schadenshchenverteilung G der Grofiteil der Wahrschein-
lichkeitsmasse bei 0 liegen muss, da in praktisch allen Versicherungsbranchen die
tiberwiegende Mehrzahl der Risiken (pro Zeiteinheit gesehen) schadenfrei bleibt.
Die Verteilungsfunktion G hat hier also keine stetige Dichte. Der Gesamtschaden
S wird (nach Standardisierung) geméfl dem Zentralen Grenzwertsatz fiir wach-
sende Zahl n von unabhéngigen identisch verteilten Schadenshéhen Y; einer Nor-
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malverteilung immer dhnlicher (im Sinne der Verteilungskonvergenz). Da die Y;
hier aber meist extrem unsymmetrisch sind, ist dafiir eine grofie Zahl n an ver-
sicherten Risiken notwendig. Um auch fiir die vielen Fille kleinerer Risikogrup-
pen eine brauchbare Approximation von S zu finden, versucht man wegen (1.2)
in der individuellen Risikotheorie die Schadenshohen mit stetigen Verteilungen
zu approximieren, deren Faltungen leicht berechenbar sind:

1.1.2 Schadenshdhenverteilungen

Im allgemeinen héngt es natiirlich von der Versicherungssparte ab, welche Verteilungs-
funktionen geeignete Modelle fiir die Schadenshchen darstellen. Statistische Analy-
sen zeigen jedoch, dass (v.a. im Schadensversicherungsbereich) die folgenden
Verteilungen als realistische Modelle fiir Einzelschéden in Frage kommen:

e Gammaverteilung:
Die Gammaverteilung I'(«a, 3) ist gegeben durch ihre Dichte

g(z) = e Prga! Ffi)’ x > 0. (1.3)

Dabei muss hier @ < 1 sein, damit moglichst viel Wahrscheinlichkeits-
masse bei 0 liegt. Mithilfe der momenterzeugenden Funktion lasst sich
leicht zeigen, dass fiir die Summe S = Y] + ... + Y, von n iid-verteilten
Zufallsvariablen Y; ~ T'(«, ) gilt: S ~ ['(na, 5). Also ist in diesem Fall
auch der Gesamtschaden S gammaverteilt.

e Inverse Gauss-Verteilung: Sie besitzt die Dichte

g(z) = YL o—5@/u—2tu/n) 4 5,

vV 2mas

Die Summe von unabhéngigen invers-Gauss-verteilten Zufallsvariablen ist
wieder invers-Gauss-verteilt.

1.2 Das kollektive Risikomodell

1.2.1 Allgemeines

Das grundlegende Konzept ist hier ein Zufallsprozess, der Schiaden innerhalb des
Portfolios der Versicherungsvertrige erzeugt. Dieser Prozess ist beziiglich des
gesamten Portfolios definiert (und nicht beziiglich der einzelnen Policen wie beim
individuellen Modell).
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Betrachten wir also ein Versicherunsportfolio in einem festen Zeitintervall (0,77,
z.B. T =1 Jahr. Bezeichnen wir mit N die Anzahl der Schiden in (0, 7] und mit
Y1,Ys, ..., Yy die entsprechenden Schadenshéhen, so ist

S_iy'_ 0, falls N = 0 1.4
i=1 B Yi+Yo+---+Yy falls N >0 .

der Gesamtschaden im Zeitraum (0,7]. (1.4) nennt man eine zufillige Summe.
Mit den folgenden Modellannahmen kann man dann die Verteilung des Gesamt-
risikos S berechnen:

i) Die Anzahl N der Versicherungsfille ist eine Zufallsvariable, die die Werte
0,1,2,3... annehmen kann.

ii) Die jeweiligen Schadenshohen Y;,Ys, ..., Yy sind positive Zufallsvariablen,
die unabhingig sind, und alle dieselbe Verteilung besitzen mit Verteilungs-
funktion G.

iii) Die Schadenszahl N und die Schadenshéhen Y7, Y, ..., Y sind unabhéngig.

In der Folge werden wir hiufig zwei wichtige Formeln verwenden:

Ubung 1:
Man zeige, dass fiir zwei Zufallsvariablen W und V' gilt:
EW] = E[EW|V]] (1.5)
und
Var[W| = Var[E[W|V]] + E[Var[W|V]]. (1.6)

Sei My, (r) = E[e"™] die momenterzeugende Funktion (engl. moment generating
function, kurz: MGF) von Y3, u, = E[Y]"], falls dieser Ausdruck existiert und
i := pp. Dann kann die Verteilung von S geschrieben werden als

P[S <z] = E[P[S <z|N]]= ilP[S < z|N = n]P[N = n]

n=0

= Y PN =n]G"(x). (1.7)

Hierbei bezeichnet G*" wieder die n-fache Faltung von G mit sich selbst (die
0-fache Faltung hat eine auf 0 konzentrierte Dichte). Der Ausdruck (1.7) ist im
allgemeinen schwierig zu berechnen. Manchmal ist es aber ausreichend, einige
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Charakteristiken der Verteilung zu kennen. In diesem Modell kann der Er-
wartungswert, die Varianz und die MGF auf folgende Weise durch die entsprechen-
den Groflen der Verteilungen von Y; und N gewonnen werden:

N

> Y

i=1

N

> Y

i=1

N

>

i=1

E[S] = E ~E|E N|| =E = E[Ny] = E[N]p.

E[S’] = E |E <iY>

= E[Npu+ N(N —1)p?] = E [N?]

N N
DYV |N
i=1 j

1

2+ E[N](u2 — 1%),

und somit

Var[S] = Var[N]u® + E[N]Var[Y;]. (1.9)
Die momenterzeugende Funktion von S kann man wie folgt berechnen:

N N
eXp{TZY} =E |[[]e™ E|J]e™ N”
=1 =1

E[(My (r))"] = E[e" =] = My (log(My(r))), (1.10)

Ms(r) = Ele"] =

s [t

wobei My (r) die MGF von N bezeichnet. Die hoheren Momente von S kénnen
nun aus der MGF von S bestimmt werden. So ergibt sich beispielsweise die
Schiefe der Verteilung von S mit der Formel

3

T rog(Ms(r)

Bi(S - BIS)*) =

r:O.

1.2.2 Modelle fiir die Verteilung von N

Je nach Annahmen fiir die Verteilung der Schadensanzahl N ergeben sich folgende

Modelle:

1.2.2.1 Das zusammengesetzte Binomialmodell
Wir treffen folgende zusétzliche Annahmen:

e Das betrachtete Zeitintervall [0, 7] kann in n unabhéngige und austauschbare
kleinere Intervalle I, (k = 1,...,n) aufgeteilt werden.

e Es gibt hochstens einen Schadensfall pro Zeitintervall Iy.



1.2. DAS KOLLEKTIVE RISIKOMODELL 11

Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schaden in einem Zeitintervall gleich p ist,
dann ergibt sich aus obigen Annahmen, dass N binomialverteilt ist:

N ~ B(n,p).
Es ist also
E[S] = npu,
Var[S] = np(1 — p)p* + np(pz — p*) = np(pe — pp®)
und
Mg(r) = (pMy (r) +1—p)".
Ubung 2:

Berechne die Schiefe von S im zusammengesetzten Binomialmodell, zuerst
allgemein und dann fiir deterministische Schadenshéhen .

1.2.2.2 Das zusammengesetzte Poissonmodell

(engl. compound Poisson model)

Zusétzlich zu den Annahmen im zusammengesetzten Binomialmodell fordern wir

noch

e n ist grofl und p ist klein.
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Sei A := np. Wegen
B(n,\/n) — Pois(\) fiir n — oo

ist es naheliegend, die Schadensanzahl mit einer Poisson-verteilten Variable zu
modellieren:

Ae=A

n!

P(N =n) : n=0,1,2,...

Es gilt dann E[N] = Var[N] = A und man erhilt

E[S] = A,
Var[S] = Mi? + Mpz — p%) = Ao

Weiters kennen wir die MGF der Poisson-Verteilung Mp,;s(t) = eMe'=1) und
konnen somit wegen (1.10) die MGF des Gesamtschadens S im zusammengeset-
zten Poissonmodell berechnen:

Mg(t) = My ®O-1),

Wir berechnen nun noch die Schiefe von S

@ oa(Ms(r) = 5

- MMy (r) = 1)) = AMY/(r)

und somit
EI(S — BIS])’] = A,
Der Schiefekoeffizient ist dann gegeben durch

EI(S — BIS)Y _ s
(VarlS)2 /i

> 0.

Problem: Die Schiefe von S ist in diesem Modell immer positiv. Reale Daten
des Gesamtschadens besitzen diese Eigenschaft jedoch nicht immer!
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Beispiel 2: (Feuerversicherung) Eine Versicherungsgesellschaft modelliert
den Gesamtschaden eines Portfolios von Feuerversicherungspolicen durch ein
zusammengesetztes Poissonmodell, wobei die Hohe der Feuerschédden durch
lognormalverteilte Zufallsvariablen Y; ~ LN(m,0?) gegeben ist. In diesem
Fall ergibt sich fiir die Momente

pn = E[Y"] = E[e""*#"'] = Miogy, (n) = exp{o®n®/2 + nm}.

Somit
E[S] = Xexp{c?/2 + m},
Var[S] = My = Aexp{20? + 2m}
und
E[(S—E[S]))]  Aus  exp{902/2+3m}  exp{30?/2}

(Var[S])3/2 (Aua)?2 VAexp{6a2 + 6m} B VA

Die Berechnung von charakteristischen FEigenschaften des Risikos ist fiir das
zusammengesetzte Poissonmodell wesentlich einfacher als fiir das zusammengeset-
zte Binomialmodell. Aber es gibt einen weiteren grofien Vorteil des zusammenge-
setzten Poissonmodells: Angenommen ein Portfolio besteht aus m unabhéngigen
Einzelrisiken, die jeweils zusammengesetzt-Poisson modelliert sind, dann hat auch
deren Summe eine zusammengesetzte Poissonverteilung:

Satz 1:

Seien Sy,S9,...,S, unabhdngige Zufallsvariablen derart, dass S; eine
zusammengesetzte Poissonverteilung mit Parameter \; und Schadenshohen-
verteilung P;(x), (i =1,...,m) hat, dann ist die Summe S = S1+ ...+ Sp,
ebenfalls zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit Parameter

Beweis: siehe VO. O
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1.2.2.3 Das zusammengesetzte gemischte Poissonmodell

Ein Nachteil des zusammengesetzten Poissonmodells ist, wie bereits erwéhnt,
dass die Schiefe der Verteilung immer positiv ist. In der Praxis zeigt sich weiters
auch oft, dass dieses Modell nicht geniigend Fluktuationen zuldsst (z.B. gilt ja
E[N] = Var[N]). Eine einfache Methode, mehr Fluktuationen zuzulassen, ist,
den Parameter A stochastisch zu wéhlen. Sei H die Verteilungsfunktion von A.
Dann gilt

o0 ln

—e'dH(1).

n!

PIN = 1] = E[P[N = n|\] = E {A_} -

n!
Hier gilt E[/N] < Var[N]. Die Momente ergeben sich zu

E[S] = E[E[S|A]] = E[Au
E[S*] = E[E[S*|A]] = M2 + M) = BN

Mg
I

e

>
=

und
E[S%] = E[N]’ + 3E[N|uap + E[N 3.

Somit gilt fiir die Varianz
Var[S] = Var[Au? + E[N iz
und fiir das dritte zentrierte Moment
E((S - E[S])’] = E[(A — E[A)?]1® + 3Var[Npzp + B[N .

Der Schiefekoeffizient kann also in diesem Modell auch negativ werden.
Nun ist noch die MGF des Gesamtschadens S auszurechnen:

Ms(r) = E[E[e"|A]] = Elexp{A(My (r) — 1)}] = My(My (r) — 1).

1.2.2.4 Das zusammengesetzte negative Binomialmodell

Ist im zusammengesetzten gemischten Poissonmodell die Intensitiat A gammaverteilt
A~ T'(a, ), dann gilt

«

t 5y a2
Mny(t) = My(e" — 1) = (W) - 1— (lﬁ_ i) et

B+1

Das ist aber gerade die MGF einer negativ binomialverteilten Zufallsvariablen
(vgl. Tabelle C.2 im Anhang). Also ist N negativ binomialverteilt:

r+n—1
n

]P(Nzn)z( )prq", n=0,1,2,...
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wobei hier r=aund p=1—-¢= % gilt. Somit folgt
1
Oé—l o
B+1

Var[s] = 2L M2+%M2

(&)

i «@
_ B+1
Ms(t) = <—1 — ﬁMY(tO :

Obwohl auch in diesem Modell der Schiefekoeffizient immer positiv ist, wird in
der Praxis oft dieses Modell verwendet; meist entspricht es den realen Daten
besser als das zusammengesetzte Poissonmodell.

und

1.2.3 Schadenshéhenverteilungen

Im kollektiven Risikomodell wird ja unterstellt, dass fiir ein gegebenes Portfolio
innerhalb einer Zeitspanne “Schadenhéhe pro Schadensfall” unabhéngig und iden-
tisch verteilt ist. Da in einem Portfolio i.a. Einzelschdden mit unterschiedlichen
Verteilungen vorliegen, muss man diese Annahme wie folgt interpretieren: die
Schéden sind eine Stichprobe aus einer einzigen Verteilung, namlich der Misch-
vertetlung der einzelnen verschiedenen Schadenhdhenverteilungen.

Ein wichtiger Unterschied zum individuellen Modell ist der Umstand, dass beim
kollektiven Risikomodell fiir die Verteilungsfunktion G eines Einzelrisikos G(0) =
0 gilt, d.h. die Schadensgréfe 0 hat Wahrscheinlichkeit 0. Aus diesem Grund ist
zu erwarten, dass realistische Verteilungen fiir Schadenshéhen sich von denen des
individuellen Modells in Abschnitt 1.1.2 unterscheiden. Es zeigt sich weiters, dass
in der Praxis meist (wenige) GroBschiden den Hauptteil der Gesamtschadenslast
ausmachen (siehe Tabelle 1.1: wihrend dort iiber 85% der Schiden unter dem
Mittelwert liegen, tragen diese nur 15% zur Gesamtschadenslast beil). Eine
addquate Modellierung der grofien Schiden (d.h. des “Tails” der Verteilungs-
funktion G) ist also wesentlich.

Tabelle 1.1 Schadenshohenverteilung aus einer Feuerversicherung von Stahlwerken

Schiaden iiber Anteil an der Gesamtzahl Anteil am Gesamtschaden
6 500 000 DM 0.1% 19%
750 000 DM 1.1% 50%

48 000 DM =4 12.4% 87%
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Statistische Untersuchungen zeigen, dass folgende Verteilungsfunktionen zur Mod-
ellierung von GG im kollektiven Risikomodell besonders geeignet sind:

e Lognormal-Verteilung:

1 _ (n(@)—p?

Dichte g(x) 222, x> 0.

I
@

e Nullpunkt-Pareto-Verteilung;:

I8 —a—1
Dichte  ¢g(z) = 7 (1 + —) x> 0.

e Weibull-Verteilung:

S|

a—1 a
Dichte g(x) = e (£> (B 2 >0

b \b
Leider sind diese Verteilungen fiir analytische Berechnungen schlecht geeignet.
Die Gammaverteilung (1.3) wird im kollektiven Risikomodell gerne als Schadenshchen-
verteilung verwendet, da sie nette analytische Eigenschaften besitzt (sie ist jedoch
keine “heavy-tail”-Verteilung und darum nur von begrenzter Niitzlichkeit).

1.3 Bemerkung zum Individuellen Risikomodell

Angenommen ein Portfolio besteht aus m unabhéngigen individuellen Vertragen
(S;)i<m und es kann fiir jeden Vertrag hochstens ein Schadensfall auftreten. So ein
Schaden trete mit Wahrscheinlichkeit p; auf und dessen Grofle habe Verteilungs-
funktion F; und MGF M;(r). Sei weiters A = > " p;. Dann gilt fiir den
Gesamtschaden S = S; + ...+ S, des Portfolios

Ms(r) = [](1 +pi(Mi(r) = 1)).

=1

Der Ausdruck p;(M;(r) — 1)) ist klein, falls p; klein ist. Betrachten wir nun den
Logarithmus

log(Ms(r Zlog +pi(My(r) — 1))

zzm:pi(Mi(r)—l ((i% ) ) .

Dieser letzte Ausdruck ist aber der Logarithmus einer MGF einer zusammenge-
setzten Poissonverteilung! Dieser Zusammenhang ist der Grund dafiir, dass die
zusammengesetzte Poissonverteilung bei Aktuaren so populér ist.



1.4. APPROXIMATIONEN FUR S 17

1.4 Approximationen fiir S

Durch Zuriicktransformieren der MGF kénnte man nun die Verteilung des Gesamtschadens
S in jedem der obigen Modelle exakt berechnen. Leider ist dies nur in wenigen
Ausnahmen moglich. Wir miissen daher Approximationen verwenden.

1.4.1 Die Normalapproximation

Die Anzahl N der Schadensfille ist in der Praxis oft groff. Fiir eine determin-
istische Schadensanzahl wire wegen des zentralen Grenzwertsatzes eine Approx-
imation mit einer Normalverteilung sinnvoll. Also probieren wir auch hier eine
Normalapproximation Z fiir den Gesamtschaden S, und zwar derart, dass die
ersten beiden Momente von Z und §' iibereinstimmen:

Mit (1.8) und (1.9) erhalten wir

1P[S§:c]%1P[Z§x]:<D< r — ElNn )

V/Var[N]p? + E[N] (2 — 12

Im Falle eines zusammengesetzten Poissonmodells erhalten wir auf diese Weise

die Approximation
T — )\,u)
PS<z|~® .
5 <] ( VAL

Beispiel 3: Betrachte ein zusammengesetztes Poissonmodell mit A = 20 und
Pareto-verteilten Schadenshohen Y; ~ Pa(4,3) (es ist also = 1 und ps = 3).
Will man beispielsweise eine Gesamtpréamie p finden, sodass P[S > p| < 0.05,
so findet man mithilfe der Normalapproximation

P — 20)
PIS>pl~1—-® = 0.05,
[S > p] ( @

d.h.

p—20
= 1.6449 bzw. p = 32.7413.
V60

Wenn die akkumulierten Schiden die Pramie nur in 1% der Fille iibersteigen
soll, ergibt das entsprechend

p—20
V60

Die exakten Werte sind 33.94 (das 5%-Quantil von S) und 42.99 (1%-Quantil).
Die Approximation fiir das 5%-Quantil ist recht gut, hingegen ist die Approx-
imation fiir das 1%-Quantil nicht zufriedenstellend.

= 2.3263 bzw. p = 38.0194.
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Problem: Oft ist die Schadensverteilung schief. Da die Normalverteilung sym-
metrisch ist (also das dritte zentrierte Moment = 0 ist), kann man sich keine gute
Approximation erwarten. Man braucht also noch einen zuséitzlichen Parameter,
um die Verteilung zu approximieren.

1.4.2 Die verschobene Gamma-Approximation

Da die Gamma-Verteilung positives drittes zentriertes Moment hat, bietet sie
sich als Verbesserung der obigen Approximation an. Die Idee der verschobenen
Gamma-Approximation ist nun, S durch H := k + Z zu approximieren, wobei
k eine reelle Konstante ist und Z gammaverteilt ist mit Z ~ I'(y,«). Auf diese
Weise erhalten wir drei freie Parameter, die wir nun so wéhlen wollen, dass die
ersten 3 Momente von S und H iibereinstimmen. Sei m = E[S], 0? = Var[S)]
und [ der Schiefekoeffizient von S. Dann erhalten wir die Gleichungen

k:+l:m,
«
%:02 und
Q
2ya 2
as~3/2 ﬁ B

4 2 2

B2’ o Bo’ a
Bemerkungen:

i) Hier muss immer 8 > 0 erfiillt sein.

ii) k£ kann negative Werte annehmen. In diesem Fall hat die Approximation
also eine positive Masse auf der negativen Halbachse.

iii) Das Berechnen von Quantilen der Gammaverteilung kann mithilfe von Com-
puterprogrammen erfolgen.

Fiir das zusammengesetzte Poissonmodell ergibt sich aus (1.11)

a3 2 212
v = Abty o= k:)\(u—ﬂ).

(i ps 113
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Beispiel 4: (Fortsetzung von Beispiel 3)
Eine einfache Rechnung zeigt, dass pz = 27. Somit gilt v = 2.96296, o =

== |1 0.2222, k£ = 6.6666 und weiters

P[S > p| ~ P|Z > p — 6.6666] = 0.05,

woraus p=34.9942 folgt. Fiir das 1%-Quantil von H erhalten wir entsprechend
p = 44.4892. Da der Schiefekoeffizient § = 1.1619 nicht klein ist, ist es nicht
iiberraschend, dass die Pramie im Tail der Verteilung grofler wird als bei der
Normalapproximation. Die Approximation der Quantile ist hier also auf jeden
Fall besser als bei der Normalapproximation (bei grofen Quantilen wird der
wahre Wert etwas iiberschétzt, bei kleinen Quantilen wird der wahre Wert
durch diese Approximation etwas unterschétzt.)

1.4.3 Die Edgeworth-Approximation

Die Edgeworth-Approximation ist eine Verfeinerung der Normalapproximation
und verwendet hohere Momente von S. Betrachten wir die standardisierte Zu-
fallsvariable

S —EI[S]
B VVarS

Die Taylorentwicklung von log Mz(r) um r = 0 hat die Form

Z

e r2 73 i
logMZ<T) = jzoajﬁ :CL0+CL1T+CL2§ +CL3E —|—CL4ﬂ + ...
mit
d*log My(r)
a = —————=
drk
r=0

Wir wissen bereits, dass ap = 0, a; = E[Z] = 0, as = Var[Z] = 1 und a3 =

E[(Z — E[Z])?] = B. Fiir a4 erhalten wir beispielsweise

a = Bl(Z-B[2))"] -3(Var(2)) =
_E[(S ~ E[S))

= E[ZY-3= Var[o? - 3.

Fiir die MGF von Z erhalten wir also
My(r) = e2" eXizsasr /K, (1.12)

Eine Taylorreihenentwicklung von (1.12) liefert

My(r) = ey bt (1.13)
k=0
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Nun versuchen wir, diesen Term riickzutransformieren. Dazu sind die Hermitepoly-
nome Hj, hilfreich, die folgendermassen definiert sind:

Ho(l‘) = 1
Hp1(x) = —xHp(x)+ Hi(x), k>0

Weiters gilt

z2 k 2 (k)
Hi(z) = er e _¢ ()

wobei ¢(x) die Dichte der Standard-Normalverteilung bezeichnet. Wir benétigen
nun im speziellen die folgende Eigenschaft der Hermite-Polynome:

Satz 2: (Riicktransformation)
Fiir alle k € Nqg gilt:

rheT — /_OO e (1) Hy(u)o(u)du

[e.9]

Beweis: mittels vollstandiger Induktion (sieche Ubungsaufgabe 11). O

Daraus folgt fur (1.13)

= Zbk /OO e (—=1)% ™ (u)du = / (Zbk 1)*®)( ))

und man erhélt fiir die standardisierte Gesamtschadenverteilungsdichte

Z bi(=1)* o™ (=

bzw. fiir die Verteilungsfunktion von Z

P[Z < 2] = Zbk (2). (1.14)

Nun miissen nur mehr die Koeffizienten b, bestimmt werden:

Satz 3

:%i() E[Z¥77] Vk € N,
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Beweis: Aus (1.13) erhalten wir unter Beachtung von Hy(x) = —¢$()m(;3):

2 = egMZ@:( T—T¢(k’<0)\/ﬂ> (ZZ—TME%))

O

Indem wir die ersten n Terme in (1.14) verwenden, erhalten wir die Edgeworth-
Approximation der Ordnung n fiir die standardisierte Gesamtschadensverteilung.
Die ersten Terme sind dabei von der Form

P[Z<2 = &) — %qﬂ?ﬂ(z)
+ 2—14(m4 —3)0W(z)
+ %()(m;—; — 10m3)®®)(2)
+ %(mﬁ — 15my + 30)0©)(2)
+ R(x),

wobei m; das i-te Moment von Z bezeichnet. Bei Verteilungen mit groflem
,Tail“ (z.B. Pareto- oder Lognormal-Verteilungen) ist die Edgeworthapproxima-
tion nicht moglich, da die h6heren Momente nicht existieren. Des weiteren kon-
vergiert die Approximation im allgemeinen nicht, und Hinzufiigen von Termen
verbessert die Approximation daher nicht notwendigerweise. Dennoch kénnen
recht gute Ergebnisse im Bereich des Mittelwertes erreicht werden.

1.5 Diskrete Schadenshohen

Aus Formel (1.7) sieht man, dass sogar fiir einfache Verteilungsfunktionen die
Gesamtschadenverteilung S schon schwierig zu berechnen ist. Als Alternative
zu den Approximationen des letzten Abschnitts wird in der Praxis daher oft
angenommen, dass die Schadenshohen diskret verteilt sind bzw. nur ganzzahlige
positive Werte annehmen konnen. Die notigen Faltungen konnen dann numerisch
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berechnet werden. Fiir zusammengesetzte Poisson-Prozesse und zusammengeset-
zte Negativ-Binomial-Prozesse kann die Faltung dann sogar mit einer rekursiven
Formel umgangen werden, die direkt die Verteilung von S liefert:

Wir bezeichnen mit f;, (k = 1,2,...) die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzelner
Schaden die Hohe k£ € hat (fy = 0). Mit p, (n = 0,1,...) bezeichnen wir
die Wahrscheinlichkeit, dass n Schidden in der Zeiteinheit auftreten. Sei f;" =
P[Y; + ... +Y, = k] die n-fache Faltung der Schadensverteilung. Dann gilt ja

k-1
*(T 1 *MN,
=D e
i=1

Die diskrete Wahrscheinlichkeit, dass der Gesamtschaden in dieser Periode gleich
k € ist, ist dann gegeben durch

k
g =PIS =k = pufi",
n=1

wobei gg = po.

Man hat nun also explizite Formeln, um die Verteilung von S zu berechnen. Die
Berechnung der f;™’s ist jedoch numerisch sehr aufwendig. Ein einfacheres Ver-
fahren wurde von PANJER [18] vorgeschlagen. Dazu treffen wir im kollektiven

Risikomodell folgende Annahme fiir die Verteilung der Schadensanzahl N:

Annahme: Es existieren a,b € R, sodass fiir alle r € N\ {0}

Dr=\a+— ) Pr-1-
T

Wie man leicht nachrechnen kann, ist diese Bedingung sowohl fiir N ~ B(n,p),
N ~ Pois()\) als auch fir N ~ NB(n,p) erfiillt (hingegen erfiillt das zusam-
mengesetzte gemischte Poisson-Modell diese Bedingung nicht immer).

Satz 4:
Sein > 2. Dann gilt
B S| =
o (L bi I
und pnfr = 2. <a—|— ?> fipnflfr—i :

Beweis: siehe VO. O
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Mit der zweiten Gleichung von Satz 4 und der bereits bekannten Beziehung gy =
po kann man nun einen rekursiven Ausdruck fiir g, herleiten:

gr = anf:n:plfr_'_zpnf:n
n=1 n=2

oo r—1

- a+bp0fr+zz<a+ )fzpn 1frr:1)

n=2 1=1

= (a+b90fr+z<a/+ )fzzpn 1fr:L1)
= (a+bfr90+z<a+b )fzgr zzz<a+%> figrfi-

i=1
Diese Formeln werden Panjer’sche Rekursionsformeln genannt. Man beachte,
dass die Faltungen verschwunden sind und eine einfache Rekursion zur Verfiigung
steht, um g, = P(S = r) zu berechnen (fiir Beispiele sieche Ubungsaufgaben 13
und 14).

1.6 Literatur

GERBER: “An Introduction to Mathematical Risk Theory” [9]
HEILMANN: “Grundbegriffe der Risikotheorie ”[13]

BOWERS ET AL.: “Actuarial Mathematics” [4]

Einen Uberblick iiber realistische Schadenshohenverteilungen kann man z.B. im
Buch von MAcK [15] finden.

1.7 Ubungsaufgaben

1. Sei X die Anzahl von “Zahl”, die bei 5 Wiirfen einer fairen Miinze auftritt.
Dann werden X faire Wiirfel geworfen. Sei Y die Summe der Augenzahlen
bei diesen Wiirfen. Man bestimme Erwartungswert und Varianz von Y.

2. Eine Feuerversicherungsgesellschaft versichert 160 Geb&dude gegen Feuer-
schiden fiir folgende Versicherungssummen:

Versicherungssumme Anzahl der Vertrige
10000 80
20000 35
30000 25
50000 15

100000 5
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Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Feuerschaden fiir jedes der Gebaude pro
Jahr sei gleich 0.04 und P(mehr als ein Schaden pro Gebéude pro Jahr)=0;

weiters seien die Feuerschiden unabhéngige Ereignisse. Die bedingte Verteilung

der Schadenshohe, gegeben dass ein Schaden aufgetreten ist, sei gleichverteilt
im Intervall von 0 bis zur versicherten Schadenssumme. Sei N die Anzahl
der Schéden und S die Gesamtschadenshohe in einem Jahr.

a) Man berechne Erwartungswert und Varianz von N.

b) Man berechne Erwartungswert und Varianz von S.

c) Welcher relative Sicherheitszuschlag 6 ist notig, damit die Gesellschaft
einen Gesamtpramienbetrag einnimmt, der gleich dem 99%-Quantil der
Gesamtschadensverteilung ist? (Man verwende die Normalapproximation)

. Betrachte ein Portfolio mit 32 Versicherungspolicen. Fiir jede Police sei

die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schaden gleich 1/6 und die Versicherungs-
summe B, die bei einem Schaden ausgezahlt wird, habe die Wahrschein-
lichkeitsdichte

f) = 2(1 —y) 0<y<1

0 sonst.

Sei S der Gesamtschaden des Portfolios. Man berechne P(S > 4) mittels
einer Normalapproximation.

. Die Schadensanzahl N in einem Portfolio habe eine geometrische Verteilung,

d.h.
P(N=n)=p¢", n=0,1,2,...

mit 0 < ¢ < 1 und p =1 — ¢. Man bestimme Mg(t)
a) allgemein
b) fiir exponentialverteilte Schadenshohen.

. Man lose die Ubungsaufgabe von Seite 11.

. Die Zufallsvariable S habe eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit

A=2und P(Y; =y) = 0.1y, y = 1,2,3,4. Wie grof§ ist die Wahrschein-
lichkeit fir S =0,1,2,3,47

. Man zeige, dass die Familie der negativ-binomialverteilten Verteilungen mit

Parametern r und p fiir r — oo und p — 1 (wobei r(1 — p) = A konstant
bleibt) gegen eine Poissonverteilung mit Parameter A konvergiert.

. 51 sei zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit \; = 2 und Schadenshéhen

1,2 oder 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.2,0.6 bzw. 0.2. Sei weiters S5 sei
zusammengesetzt Poisson-verteilt mit A\ = 6 und Schadenshéhen 3 oder 4
mit Wahrscheinlichkeit jeweils 0.5. Bestimme die Verteilung von S; + S5,
falls S; und S5 unabhéngig sind!
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Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A = 12 und im Intervall [0, 1]
gleichverteilten Schadenshchen. Man approximiere P(S < 10) unter Ver-
wendung einer

(a) Normalapproximation

(b) verschobenen Gamma-Approximation

(c¢) Edgeworth-Approximation (Ordnung 4)

Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A = 5 und exponentialverteil-
ten Schadenshohen (mit Erwartungswert 1). Man approximiere P(S < 10)
unter Verwendung einer

(a) Normalapproximation

(b) verschobenen Gamma-Approximation

(c¢) Edgeworth-Approximation (Ordnung 4)

Man beweise Satz 2 von Seite 20!

Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A = 0.8 und diskreten Einzelschadenshohen

1,2 und 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.25, 0.375 bzw. 0.375. Man berechne
P(S = x) fir x =0,1,...6 mittels

(a) Faltungen

(b) Panjer’schen Rekursionsformeln

Sei S zusammengesetzt-Poisson-verteilt mit A = 2 und die Einzelschadenshohen

seien diskret verteilt mit P(Y; = n) = n(nlJrl)' Man berechne mithilfe der

Panjer’schen Rekursionsformeln die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb des
néchsten Jahres der Gesamtschaden die Hohe 5 nicht iibersteigt!

Sei S zusammengesetzt-Negativ-Binomial-verteilt mit » = 2 und p = 0.4
und die Einzelschadenshchen seien diskret verteilt mit P(Y; = n) = n(nlJrl)'
Man berechne mithilfe der Panjer’schen Rekursionsformeln die Wahrschein-
lichkeit, dass innerhalb des néchsten Jahres der Gesamtschaden die Hohe 5
nicht iibersteigt!
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Kapitel 2

Pramienkalkulation

Eine der wichtigsten Aufgaben der Versicherungsmathematik ist es, eine gerechte
Pramie fiir die Versicherung eines Risikos zu finden.

Ein naheliegender Ausgangspunkt fiir die Festlegung einer Prémie ist das sog.
Nettopramienprinzip (oder Aquivalenzprinzip), bei dem die Pramie durch den
Erwartungswert des Verlustes gegeben ist. Es lisst sich jedoch zeigen, dafl eine
Versicherung, die dieses Prinzip zur Pramienkalkulation anwendet, auf Dauer mit
Wahrscheinlichkeit 1 ruiniert wird, unabhéngig von der Hohe des Anfangskapi-
tals. Anders ausgedriickt fallt ihr Kapital bei einer solchen Pramienpolitik mit
Wahrscheinlichkeit 1 irgendwann unter jede noch so tiefe Marke.

Um uns der Entwicklung von zufriedenstellenden Pramienkalkulationsprinzipien
zu nihern, wollen wir einige grundlegende Uberlegungen dariiber anstellen, in
welchen Situationen der Abschluss einer Versicherung fiir den Versicherer bzw.
den Versicherten von Vorteil ist:

2.1 Nutzentheorie

Koénnte man die Konsequenzen von Entscheidungen vorhersehen, so wiirde man
diese Entscheidungen entsprechend den Préferenzen fiir die jeweiligen Konse-
quenzen treffen. In der Realitét ist dies meist nicht mdoglich. Man kann nur
Entscheidungen treffen, die zu einer bestimmten (und nicht zu einer anderen)
“Klasse von Unsicherheiten” fiihren (engl. decision making under uncertainty).
Die Nutzentheorie untersucht die Frage, nach welchen Kriterien Individuen solche
Entscheidungen treffen.

Eine erste Moglichkeit, den Wert eines 6konomischen Projektes, dessen Ausgang
zufillig ist, zu definieren, ist das bereits eingangs erwéhnte Nettopramienprinzip.
Dabei wird also die Verteilung aller moglichen Ausgénge durch eine einzige Zahl,
den Erwartungswert, ersetzt. Mit diesem Prinzip wére man also indifferent zwis-

27
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chen der Ubernahme des zufilligen Verlustes X und der Zahlung einer Primie
E[X], um sich vor diesem Verlust zu schiitzen.

Das Erwartungswertprinzip ist fiir die meisten Entscheidungstriager kein realis-
tisches Modell. Vielmehr beeinflussen der eigene Vermogensstand und andere
Charakteristiken der Verteilung von X ihre Entscheidungen.

Das folgende einfache Beispiel soll dies illustrieren:

Beispiel 1: Sei die Wahrscheinlichkeit fiir einen Unfall einer gewissen Person
durch P(Unfall) = 0.1 und P(kein Unfall) = 0.9 gegeben. Der finanzielle

== || Verlust bei einem Unfall fiir diese Person sei A €. Der Verlust X ist also
——1 | gegeben durch

0 mit Wahrscheinlichkeit 0.9
A mit Wahrscheinlichkeit 0.1

X =

und der erwartete Verlust ist E[X] = 0.1 A. Ist A nun klein, so wird die Person
nicht bereit sein, mehr als [E[X] fiir eine Versicherung gegen diesen finanziellen
Schaden zu zahlen. Ist hingegen A sehr grofl (z.B. in der Grolenordnung des
Jahreseinkommens dieser Person), so wird sie bereit sein, auch mehr als den
erwarteten Verlust als Versicherungsprdamie zu zahlen. Der Umstand, dass ein
Versicherungsnehmer bereit ist, eine Prdmie zu zahlen, die vom erwarteten
Verlust abweicht, zeigt, dass das Erwartungswertprinzip hier nicht adiaquat
ist.

Definition 1 Fine Nutzenfunktion u(w) reprasentiert den Wert (bzw. “Nutzen”),
den ein Entscheidungstrager einem Vermdgen der Griffe w zuordnet (gemessen
z.B. in Euro).

Eine Nutzenfunktion ist also eine numerische Beschreibung existierender Praferen-
zen. Die Bedeutung von Nutzenfunktionen ergibt sich nun aus folgendem Zusam-
menhang:

Falls ein rationaler Entscheidungstréager fiir zwei beliebige zufillige Zahlungen X
und Y, die sein Vermogen beeinflussen, immer entweder eine Préferenz fiir eine
davon, oder aber Indifferenz zwischen beiden ausdriicken kann und seine Préferen-
zen gewissen Konsistenzbedingungen geniigen, dann existiert eine Nutzenfunk-
tion u(w), sodass

Efu(X)] > E[u(Y)]

gilt, falls die Verteilung von X der Verteilung von Y vorgezogen wird, und im
Falle der Indifferenz zwischen X und Y E[u(X)] = E[u(Y)] gilt.



2.1. NUTZENTHEORIE 29

Eine zufillige Zahlung kann also auf Basis der Nutzenfunktion w mit einer an-
deren zufalligen Zahlung verglichen werden.

Wir treffen nun folgende Annahmen:
(1) u(w) ist eine monoton steigende Funktion in w.
(2) u(w) ist eine konkave Funktion in w.

Beide Annahmen sind naheliegend, denn (1) bedeutet einfach: “je mehr Vermégen,
desto besser” und (2) bedeutet: “je mehr Vermégen, desto weniger nutzt 1 €.
Ublicherweise wird u(w) als zweimal differenzierbare Funktion gewihlt; demnach
gilt dann v (w) > 0 und v”(w) < 0. Wenn die Nutzenfunktion diese Eigen-
schaften besitzt, so nennt man den Entscheidungstréiger risikoavers.

Beispiele fiir Nutzenfunktionen von risikoaversen Individuen:

e Exponentielle Nutzenfunktion:

u(w):%(l—e“w), —co <w < oo (a>0). (2.1)

Fiir w — oo ist die Nutzenfunktion hier beschriankt und strebt gegen den
Wert L.
a

e Quadratische Nutzenfunktion:

w — ‘2"—82 fiirw < s
u(w) = (s >0). (2.2)
g flirw > s
In diesem Fall ist der maximale Nutzen bereits fiir ein endliches Vermogen
s erreicht.

e Potenznutzenfunktionen:

ww)=w?, w>0 (0<y<1). (2.3)

Bemerkung: Eine Nutzenfunktion braucht nicht (und kann auch nicht) ein-
deutig bestimmt werden. Man sieht sofort, dass fiir eine Nutzenfunktion

u'(w) == au(w)+b, a>0

E[u(X)] > E[u(Y)] genau dann gilt, wenn E[u*(X)] > E[u*(Y)]. Préiferenzen
bleiben also unverédndert, wenn die Nutzenfunktion eine monotone lineare Trans-
formation der urspriinglichen Nutzenfunktion ist. Deshalb wird u* als eine zu u
daquivalente Nutzenfunktion bezeichnet.
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Beispiel 2: Die Nutzenfunktion eines Individuums B sei durch u(w) = —e ™%

gegeben. Dieses Individuum muss nun zwischen zwei zufilligen Zahlungen X
und Y wihlen. X sei normalverteilt mit X ~ N(5,2) und Y sei normalverteilt
mit Y ~ N(6,2.5). Welche Zahlung soll B wéhlen?

Losung: Es gilt
Elu(X)] = —Mx(=5) = -1 und E[u(Y)] = —-My(-5)~ —3.49;

somit ist die Zahlung X wegen E[u(X)] > E[u(Y")] zu bevorzugen.

X wird also gegeniiber Y bevorzugt, obwohl E[X] =5 < E[Y] = 6. Da B
risikoavers ist, wiegt in diesem Fall die gréfere Varianz von Y stérker als der
groffere Erwartungswert und Zahlung Y wird deshalb nicht gewdhlt. Ware
Y ~ N(6,2.4) und somit E[u(Y)] = —1, dann wire Individuum B indifferent
beziiglich der Wahl zwischen X und Y.

Nehmen wir also an, eine Person mit Nutzenfunktion u(w) (wobei w in Geldein-
heiten, z.B. €| gemessen wird) ist einem moglichen Schaden bzw. einem Risiko X
ausgesetzt (die Verteilung der Zufallsvariable X werde als bekannt vorausgesetzt;
X kann auch den Wert 0 annehmen). Diese Person wird genau dann indifferent
sein zwischen der Zahlung einer fixen Pramie P an einen Versicherer (der dann
die Zahlung X {ibernimmt) und dem Unterlassen eines Versicherungsabschlusses
(also die Zahlung X selbst zu iibernehmen), falls

u(w — P) = E[lu(w — X)]. (2.4)

Die rechte Seite ist der erwartete Nutzen, wenn das Risiko selbst iibernommen
wird und die linke Seite ist der erwartete Nutzen, wenn die Pramie P an die
Versicherung gezahlt wird, wobei w das derzeitige Vermogen dieser Person ist.
Wegen u”(w) < 0 folgt mit der Jensen-Ungleichung (siehe Anhang 6)

uw(w — P) = Elu(w — X)] < u(w — E[X]). (2.5)

Wegen «'(w) > 0 folgt daraus P > E[X] (mit P > E[X], falls X nicht kon-
stant ist). Diese Person ist also bereit, fiir eine Versicherung eine Pramie zu
zahlen, die grofer ist als der erwartete Verlust (somit wird auch die Bezeichnung
“risikoavers” motiviert).

Sei ur(w) die Nutzenfunktion des Versicherers und w; sein derzeitiges Vermogen.
Die kleinste akzeptierbare Pramie Pj fiir die Ubernahme des Risikos X aus Sicht
des Versicherers ist dann bestimmt durch

ul(wl) :E[UI(U}[+P[—X)]. (26)
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Ist der Versicherer risikoavers (also u}(w) > 0 und u}(w) < 0), so folgt aus der
Jensen’schen Ungleichung

U[(w[) = E[U[(’w] + P[ — X)] S U[(’w] + P[ — E[X])
Daraus folgt P; > E[X].

Es wird also genau dann zum Abschluss dieser Versicherung kommen, wenn
E[X] < P < P. In diesem Fall nennt man den Versicherungsvertrag real-
isierbar (engl. feasible). Der erwartete Nutzen verringert sich also durch den
Versicherungsabschluss fiir keine der beiden Parteien.

Bemerkung: Es ldsst sich leicht zeigen, dass das eingangs erwihnte Nettopramien-
prinzip konsistent ist mit einer linearen monoton steigenden Nutzenfunktion (eine
solche ist in der Praxis jedoch unrealistisch).

Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass ein Pramienkalkulationsprinzip,
das auf einer exponentiellen Nutzenfunktion basiert, giinstige Eigenschaften be-
sitzt:

2.2 Pramienkalkulationsprinzipien

Ein Pramienkalkulationsprinzip ist ein Funktional H, das einer Zufallsvariablen
Z eine reelle Zahl P zuordnet, d.h. P = H[Z]. Die praktische Bedeutung eines
solchen Prinzips liegt darin, dass der Versicherer fiir jedes Risiko dadurch eine
Préamie angeben kann. Prémien werden im weiteren Verlauf ohne Einbeziehung
von 6konomischen Einfliissen (Konkurrenz, Provisionen etc...) untersucht.

Definition 2 Ist die Pramie fiir ein gegebenes Risiko unendlich, so nennen wir
das Risiko unversicherbar (uninsurable).

Es folgen nun einige Pramienkalkulationsprinzipien fiir ein Risiko S:
1. Nettopriamienprinzip: P = E[S]

2. Erwartungswertprinzip: Es gibt einen Sicherheitszuschlag A > 0, der
proportional zu E[S] ist: P = (1 + A)E[S]

3. Das Varianzprinzip: Der Sicherheitszuschlag ist proportional zur Vari-
anz, d.h. P = E[S] + aVar[9]

4. Standardabweichungsprinzip: Der Sicherheitszuschlag ist proportional
zur Standardabweichung: P = E[S] + £/ Var[S]
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5. Das Null-Nutzenprinzip: Wie bereits im vorigen Abschnitt motiviert,

definieren wir die Pramie P (aus der Sicht des Versicherers) fiir eine gegebene
Nutzenfunktion u;(w) durch

ul(wj) = E[UI<U}[ —+ P — S)] (27)

Die Préamie P héngt also vom Anfangskapital w; und dem Risiko S ab und
ist auf diese Weise eindeutig bestimmt. Jedoch ist (2.7) im allgemeinen
nicht explizit losbar (fiir eine Naherungslosung siehe Ubungsaufgabe 1).
Ausnahmen sind exponentielle (siehe 6.) und quadratische Nutzenfunktio-
nen.

. Das Exponential-Prinzip: Mit

1 — e—aw
ur(w) = 76, a>0
a
folgt aus (2.7)
1
P = —log E[e*]. (2.8)
a

P héngt in diesem Fall also nicht vom Vermdogen w; ab. Umgekehrt folgt
aus (2.5), dass fiir einen Versicherten mit exponentieller Nutzenfunktion
ebenfalls die gerechte Pramie von dessen Vermogen unabhéngig ist.

Fiir steigende Parameter a steigt auch die Pramie (2.8) fiir ein festes Risiko
(siche Ubungsaufgabe 4). Der Grenzwert fiir a — 0 ist das Nettopriamien-
Prinzip und der Grenzwert fiir a — oo ist das Prinzip des maximalen
Verlustes.

. Das Prinzip des maximalen Verlustes: Hier setzen wir die Pramie

als den maximal mdglichen Verlust an. Man braucht eine besonders tol-
erante Versicherungsaufsicht, um mit diesem Prinzip arbeiten zu koénnen,
und einen besonders genialen Versicherungsmakler.

Von einem Prémienkalkulationsprinzip wiinschen wir uns einige Eigenschaften:

1. Positiver Sicherheitszuschlag P > E[S]: Im Erwartungswert gibt es keinen

Verlust fiir die Versicherung.

. Angemessenheit P < max[S]: Es darf nicht mehr an Prémie verrechnet

werden als es maximal an Leistung gibt.

. Konsistenz H[S+c|] = H[S]+¢: Wird eine sichere Summe auf die Schaden-

summe aufgeschlagen, so wird sie auch auf die Préamie aufgeschlagen.

. Additivitat H[S; + S = H[S1] + H[Ss]: Wenn zwei unabhéngige Risiken

zusammen versichert werden, sollte die Pramie dafiir gleich der Summe der
Einzelpramien sein.
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5. Tterativitdt: Fiir zwei beliebige Risiken S und X gelte
H[S] = H [H[S|X]].

Die Pramie fiir S kann also in zwei Schritten berechnet werden: Zuerst
kann die bedingte Pramie von S (gegeben X) berechnet werden und dann
kann H auf die Zufallsvariable H[S|X]| angewendet werden, um H[S] zu

erhalten.

Die nachstehende Tabelle gibt an, welche dieser Eigenschaften fiir die oben be-
sprochenen Pramienkalkulationsprinzipien erfiillt sind:

Tabelle 2.1 Prdmien und thre Eigenschaften

Prémien-Prinzip 1 2 3 4 5 6 7

Sicherheitszuschlag >0 [ j j § i j i ]

Angemessenheit j n on on j i j
Konsistenz ionod g 3 g g
Additivitit jod b omont o
Tterativitat j n n n n* j j

* Aufler beim Exponential-, oder Nettopramien-Prinzip

Folgerung:

Von den betrachteten Priamienkalkulationsprinzipien erfiillen nur das Exponen-
tialprinzip, das Nettopramienprinzip und das Prinzip des maximalen Verlustes die
von uns geforderten Eigenschaften. Die letzten beiden sind dabei Grenzwerte des
Exponentialprinzips (fiir @ — 0 bzw. a — o) und von begrenzter Niitzlichkeit
(fiir @ — 0 geht die Versicherung mit Wahrscheinlichkeit 1 in Zukunft bankrott,
a — oo produziert einen exzessiven Sicherheitszuschlag). Somit ist die Familie
der Exponentialprinzipien das zu empfehlende Priamienkalkulationsprinzip. Der
Parameter a hat in der Ruintheorie eine anschauliche Interpretation, die Hinweise
auf eine sinnvolle Wahl von a gibt (siehe Kapitel 4).

Die Eigenschaft der Proportionalitit, also H[aZ]| = aH[Z] wurde bewusst
nicht in die Liste aufgenommen. Proportionalitdt wird jedoch als Arbeitshy-
pothese fiir die Erstellung von Priamien verwendet, und macht die Verwendung
von Raten erst sinnvoll. Proportionalitdt kann aber nur fiir Risiken gleicher
Natur verwendet werden. FKEine Lebensversicherung in der Hohe von 100 € ist
leicht zu versichern. Eine Lebensversicherung in der Héhe von 1 Mrd. € kann
jedoch leicht zum wirtschaftlichen Desaster fithren. Zweitere kann also sicherlich
nicht proportional zur ersteren behandelt werden.
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2.3 Verteilung des Risikos durch Kooperation

Beispiel 3: Wir gehen von n befreundeten Versicherungsunternehmen aus,
die alle das Exponentialprinzip zur Pramienkalkulation verwenden. Dann ist
der Parameter a; das Mafl der Risiko-Aversion des Versicherers . Die Ver-
sicherungsunternehmen beschlielen, ein Risiko S unter sich aufzuteilen, sodass

jeder einen Anteil von S; vom Risiko erhalt:

Die Préamie P fiir das zu versichernde Risiko S setzt sich zusammen aus den
Préamien der einzelnen Versicherungen fiir ihren Anteil S; am Risiko:

P= Z loglE

Klarerweise hingt die Gesamtpramie P von der Wahl der einzelnen Risikoan-
teile S; ab. Wie sollte nun das Risiko S aufgeteilt werden, um die kooperieren-
den Versicherungen so konkurrenzfiahig wie moglich zu machen? Dazu miissen
wir die minimale Pramie finden:

Es zeigt sich, dass es ideal ist, wenn jede Versicherung einen festen, proportionalen
Anteil vom Gesamtrisiko versichert:

Satz 1: Optimale Teilung
Die Prdamie P st fiir

mainimal und gleich

Beweis: siehe VO. O

2.4 Riickversicherung

2.4.1 Ein Beispiel

In der Praxis ist es nicht in allen Situationen moglich, Pramien geméfl einem der
obigen Kalkulationsprinzipien einzufordern. Sei nun P die tatséchlich erhaltene
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Pramie fiir die Versicherung eines Risikos S. Im Falle P > H|[S] ist die Pramie
ausreichend; falls jedoch P < HI[S], so ist H verletzt. Eine Moglichkeit, dieses
Problem zu l6sen, ist der Abschluss einer Rickversicherung, bei der also die Ver-
sicherung eine Pramie P’ an den Riickversicherer zahlt, wofiir dieser die Zahlung
des Risikos S’ ibernimmt. Solch ein Vertrag erfiillt seinen Zweck, falls

P—P >H[S-9] (2.9)

Typischerweise wird versucht, moglichst wenig Riickversicherung zu beanspruchen
(um moglichst viel Pramien einzunehmen). Man kann also in (2.9) “>” durch

«__»

ersetzen.

Beispiel: Fiir eine 1-jdhrige Ablebensversicherung (Vertragssumme z, Sterbe-
wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p) erhélt die Versicherung eine Pramie von P =
(1 + A)gz. Fir eine Pramie P’ = (1 + A’)¢z’ wird nun der Versicherung eine
Riickversicherung angeboten, bei der der Riickversicherer im Falle S = z den
Betrag S’ = 2’ zahlt und nichts (also S’ = 0) im Falle S = 0 (wobei 0 < 2/ < 2).
Der Betrag x = z — 2’ bleibt also im Schadensfall der Versicherung zu zahlen.
Wir nehmen nun an, dass die Versicherung ihre Pramien mit dem Varianzprinzip
(Parameter «) kalkuliert:
Die Pramie P der Lebensversicherungspolice ist grofl genug, wenn P > HI[S],
also

(14 N)gz > qz + apg>.

Das heifit, fiir z < A/(ap) ist keine Riickversicherung notwendig.
Falls z > A/(ap), muss nun die optimale Risikoaufteilung gefunden werden, d.h.
die grofftmogliche Losung x < z von

P_P = HS—S
(1+A)gz— (1+AN)g(z—x) = qr+ apga’
, N A— N

¢ — —x —
ap ap

z = 0,

also

N+ VA +dap(A - N)z
r = 20&]) .

Wir unterscheiden folgende Fille:
e A = A’ hier ergibt sich z = A/(ap).
e A > A’: hier ist x eine monoton steigende Funktion von z.

e A < A < 2A: hier ist = eine monoton fallende Funktion von z und fiir
z> N %/(4dap(N — A)) hat das Problem keine Losung.
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e A’ > 2A: Das Problem hat keine Losung x im zulissigen Wertebereich.

Das Verhéltnis der Sicherheitszuschldge A und A’ des Versicherers (bzw. Riick-
versicherers) spielt hier also eine wesentliche Rolle: Fiir A > A’ kann obige
Ablebensversicherung mit beliebig hoher Vertragssumme verkauft werden; im
Falle A < A’ < 2A sollte die Vertragssumme 2z = A’ ?/(4dap(A’ — A)) nicht
ibersteigen und fiir A" > 2A sollte eine solche Police nur verkauft werden, wenn
keine Riickversicherung nétig ist, d.h. z < A/(ap).

2.4.2 Riickversicherung im kollektiven Modell

Wir wollen nun noch kurz das Prinzip der Riickversicherung im Lichte des kollek-
tiven Risikomodells betrachten (vgl. Kapitel 2):

Fiir viele Versicherungen ist das gesamte Pramienvolumen nicht grof3 genug, um
die Risiken zu tragen. Dies gilt v.a. bei groen Schadenshohen, wie sie beispiel-
sweise bei der Versicherung von Naturkatastrophen wie Hurricanes oder Erdbeben
auftreten. Deshalb versuchen Versicherungen, einen Teil des Risikos mit anderen
Gesellschaften zu teilen. Solch eine Risikoteilung wird durch Riickversicherung
realisiert.

Sei ST der Teil des Risikos, der vom Versicherer getragen wird und S¥ jener
Teil, der vom Riickversicherer getragen wird. Riickversicherung kann beziiglich
Einzelschidden Y; eingegangen werden oder auch beziiglich des Gesamtrisikos S.

Sei f eine monoton steigende Funktion mit f(0) = 0 und f(z) < z fiir alle x > 0.
Eine Riickversicherungsform, die auf Einzelschdden abgeschlossen ist, ist gegeben

durch
N
ST=Y"rm), St=g5-5"
i=1
Die gebrauchlichsten Riickversicherungsformen sind

e Proportionale Riickversicherung f(z) = az, (0<a <1),

e Exzedenten-Riickversicherung (engl. Excess-of-Loss-reinsurance)
f(z) = min{z, M}, (M >0).

Eine Riickversicherung, die auf dem gesamten Risiko agiert, hat die Form
ST = f(9), Sht—=g_g"
Wieder unterscheidet man

e Proportionale Riickversicherung f(z) = az, (0<a<1),

e Stop-Loss-Riickversicherung  f(z) = min{x, M}, (M >0).
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2.4.2.1 Proportionale Riickversicherung

Hier gilt also ST = oS und somit

E[ST] = aE[95]
Var[s'] = a*Var[9]
E[(S" - E[S"])°] E[(S — E[S])*]

VarSi?  ~  (Vars))

und

Mg (r) = Ele™"] = Ms(ar).

Man sieht also, dass sich die Schiefe der Gesamtschadensverteilung nicht verdndert,
jedoch die Varianz viel geringer ist.

Auch die folgende Uberlegung zeigt, dass das Risiko in gewisser Weise abgenom-
men hat: Sei P, die Gesamtprémie, die fiir die zugrundeliegenden Vertrége
verlangt wurde, und nehmen wir an, dass der Versicherer aFy.; und der Riickver-
sicherer (1 — )Pges davon bekommt. Wenn das Anfangskapital der Versicherung
w ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, nach einem Jahr (bzw. der gegebenen
Zeiteinheit) in den Ruin zu stiirzen fiir die Versicherung gleich

PlaS > aPyes + u] = P[S > Pyes + u/al.

Der Effekt der Riickversicherung fiir den Versicherer ist also, gleichsam ein hoheres
Kapital zu besitzen.

2.4.2.2 Exzedenten-Riickversicherung

Bei dieser Art der Riickversicherung kénnen Formeln wie oben fiir die Momente
und die MGF nicht angegeben werden. Sie miissen jeweils von der neuen Verteilungs-
funktion der Schadenshéhen Y/ = min{Y;, M} berechnet werden. Jedoch ist die
Beschrianktheit der Schadenshéhen ein Indikator dafiir, dass das Risiko sich ver-
mindert hat.

Beispiel: Sei der Gesamtschaden S modelliert durch ein zusammengesetztes
Poissonmodell mit Parameter A\ und Pa(c«, §)-verteilten Schadenshéhen. Wir
nehmen weiters an, dass a > 1, damit E[Y;] < co. Dann kann man den Er-
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wartungswert der Auszahlung bei einem Schaden fiir den Versicherer berechnen:

B M &ﬁa 00 &ﬁa

B M aﬂa M aﬂa Ba
- / (“ﬁ)wmaﬂdx‘/o M R FEw V3T

B B o, (B N\ B
oa—1 (a—l)(5+M)°‘1_<1 (ﬁ—l—M) )a—l

Somit folgt

E[S!] = (1 — <6+6M)“_1> E[S].

N
N = Z Livis
i=1

die Anzahl der Schadensfille, in denen der Riickversicherer etwas zahlen muss
und ¢ = P[Y; > M| die Wahrscheinlichkeit, dass die Schadenshohe den Wert M
iibersteigt. Wie schaut die Verteilung von N aus?

Zuerst stellen wir fest, dass die momenterzeugende Funktion von 1y,s ) gleich
ge" + 1 — q ist.

Sei nun allgemein

i) Sei N ~ B(n,p). Die MGF von N ist

Mpyn(r) = (p(ge" + 1 =) +1=p)" = (pge" +1 = pg)".
Es gilt also N ~ B(n, pq).
ii) Sei N ~ Pois()\). Die MGF von N ist

Mpyn(r) = exp{A((ge" +1—q) = 1)} = exp{Ag(e" — 1)}
Es gilt also N ~ Pois(\q).

iii) Sei N ~ NB(a,p). Die MGF von N* ist

MNR(T):<1—(1—p)éer+1—q)) B 1—(1p—+qu’ )e?"

P+q—pq

Es gilt also N® ~ NB(a, —2—).

> p+q—pq
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2.5 Literatur

Als weiterfiihrende Literatur zu Pramienkalkulationsprinzipien und dem Prinzip
der Riickversicherung sind die Lehrbiicher von GERBER [9] und HEILMANN [13]
zu empfehlen. Nutzentheorie wird beispielsweise in BOWERS ET AL. [4] und [10]
behandelt.

2.6 Ubungsaufgaben

1. Die sog. Ristkoaversion des Versicherers ist durch
"
r(w) = _u/I(w)
uy(w)
definiert, wobei us(w) die Nutzenfunktion des Versicherers bezeichnet. Man
zeige, dass im Falle |u”(w;)| < 1 fiir die Nullnutzenpramie nédherungsweise
gilt:

r(wr)
2
und insbesondere bei exponentieller Nutzenfunktion (2.1)

P(S) =~ E[S] + Var(S)

P(S) ~ E[S] + gVar(S).

2. Zeige die Richtigkeit der ja/nein-Eintrdge in Tabelle 2.2 fiir Sicherheit-
szuschlag > 0, Angemessenheit und Konsistenz!

3. Zeige die Richtigkeit der ja/nein-Eintrige in Tabelle 2.2 fiir Additivitat und
Iterativitét!

4. Zeige, dass beim Exponentialprinzip die Pramie (2.8) bei festem Risiko mit
a steigt!

5. Sei ein Risiko S gleichverteilt im Intervall [0,100]. Man bestimme die
Pramie fiir S fiir jedes der im Kapitel angefiihrten Pramienkalkulation-
sprinzipien!

6. Sei ein Risiko S exponentialverteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(s) =
3e~3*. Man bestimme die Primie fiir S fiir jedes der im Kapitel angefiihrten
Pramienkalkulationsprinzipien!

7. Sei Ip; die Geldmenge, die ein Riickversicherer dem Versicherer bei einer
Stop-Loss-Riickversicherung mit Selbstbehalt M zahlen muss. Fiir den Fall,
dass der Gesamtschaden S durch eine Gammaverteilung mit Verteilungs-
funktion

[(z;a,p) = /Ol‘ %to‘_le_ﬁt dt
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approximiert wird, zeige man

(%

E[ly] = 3

(1 “T(M;a+ 1,/3)) _ M(1 _ F(M;a,ﬁ)).

. Sei S zusammengesetzt Poisson-verteilt mit A = 0.8 und diskreten Einzelschadensh6hen

1,2 und 3 mit Wahrscheinlichkeiten 0.25, 0.375 bzw. 0.375. Berechne E[/g]
(Notation siehe Bsp. 7)!

. Sei S zusammengesetzt Poisson-verteilt mit A = 1.5 und diskreten Einzelschadenshohen

1 und 2 mit Wahrscheinlichkeiten 2/3 bzw. 1/3. Berechne P(S = z) und
E[l,] fir z =0,1,...,6 (Notation siche Bsp. 7)!



Kapitel 3

Das Cramér-Lundberg Modell

As far as the laws of mathematics refer to real-
ity, they are not certain, and as far as they are
certain, they do not refer to reality.

ALBERT EINSTEIN

3.1 Das Modell

Wir haben in Kapitel 2 bereits gesehen, dass das zusammengesetzte Poisson-
modell wertvolle Eigenschaften besitzt. So kann es beispielsweise als Grenzw-
ert von individuellen Modellen hergeleitet werden. Das war auch der Grund,
dass F. LUNDBERG ein Risikomodell in stetiger Zeit postuliert hat, in dem der
Gesamtschaden in jedem Zeitintervall einer zusammengesetzten Poisson-Verteilung
unterliegt. Weiters muss das Pramieneinkommen modelliert werden. Da in einem
Portfolio von Versicherungsvertrigen die Pramienzahlungen iiber das ganze Jahr
aufgeteilt sind, nahm Lundberg an, dass das Pramieneinkommen stetig iiber die
Zeit erfolgt und fiir jedes Zeitintervall proportional zur Intervalllinge ist. Das
fithrt auf das folgende Modell fiir die freie Reserve C; eines Versicherungsportfo-

lios zur Zeit t
Nt

Ct:x—l—ct—ZY;
i=1

Hierbei ist  das Ursprungskapital zum Zeitpunkt ¢ = 0 und ¢ die Prédmienrate.
Die Anzahl der Schiden in (0,¢] ist ein Poisson-Prozess N; mit Parameter A.
Die Schadensgrofien (Y;) sind eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter
positiver Zufallsvariablen und unabhéngig von N;. Dieses Modell wird Cramér-
Lundberg Modell oder Klassisches Risikomodell genannt.

41
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Sei im weiteren wieder GG die Verteilungsfunktion der Schadenshéhen mit Mo-
menten y, = E[Y]"] und MGF My, (r) = E[e"™] sowie y := p;. Wir nehmen an,
dass u < oo (sonst wiirde die Versicherung dieses Risiko nicht versichern). Fiir
eine Versicherungsgesellschaft ist es wichtig, dass (C;) iiber einer bestimmten
Schranke bleibt (diese Schranke ist beispielsweise durch rechtliche Richtlinien
gegeben). Indem man das Ursprungskapital anpasst, konnen wir 0.B.d.A. an-
nehmen, dass diese Schranke 0 ist. Man spricht dann vom (technischen) Ruin
einer Versicherungsgesellschaft, sobald die freie Reserve der Gesellschaft negativ
wird. Der Ruinzeitpunkt ist dann

T =inf{t > 0: C, < 0}, (inf @ = c0).

Von besonderem Interesse ist in diesem Zusammenhang die Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreten von Ruin

U(z) =P(T < o0)

(in Abh#ngigkeit vom Ursprungskapital 2) bzw. die Uberlebenswahrscheinlichkeit
U(z) = 1—V(z). Die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit ist definiert durch
U(z,t) =P(T < t).

R(t)
Reserve
A

Schader -------
Pramien

A =

. Ruin
/ — t

ABB. 1: EIN STICHPROBEN-PFAD VON (}

Bemerkungen:

e In der Praxis tritt Ruin so gut wie nie auf. Wenn eine Versicherunsgge-
sellschaft merkt, dass ihre freie Reserve stark abnimmt, wird sie die Pramien
erh6hen. Andererseits ist eine Versicherunsggesellschaft aber auf verschiede-
nen Portfolios aufgebaut. Ruin in einem Portfolio heifit deshalb noch nicht,
dass die Gesellschaft bankrott ist. Ruin ist also ein technischer Terminus
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und die Ruinwahrscheinlichkeit wird zur Entscheidungsfindung herange-
zogen, beispielsweise um Pramien, oder auch Selbstbehaltsschranken bei
Riickversicherungen zu bestimmen.

e Auch der Begriff der freien Reserve ist in der Praxis nur ein technischer
Ausdruck. Wenn die Geschifte gut gehen, werden die Aktiondre hohere
Dividenden ausschiitten lassen. Um auch dies zu modellieren, miissten wir
eine Pramienrate wihlen, die von der Hohe der freien Reserve abhéngt. In
diesem Fall ist es aber sehr schwierig, brauchbare Ergebnisse zu erarbeiten.

Zur Herleitung einer Gleichung fiir U(z) beziehen wir nun den Wert von U(z)
zur Zeit t aus den Werten von U(x) zur Zeit t+dt. Da das Eintreten der Schiden
durch einen Poisson-Prozess modelliert ist, ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass kein Schaden in der Zeit von ¢ bis t + dt passiert, e™*% (also ein von ¢
unabhéngiger Wert). Fiir dt klein kann dies mit der Taylorformel durch 1 —
Adt + O(dt?) angenihert werden. Analog ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass es zu genau einem Schaden kommt, A dte % = \dt + O(dt?), und fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass es zu mehr als einem Schaden im Zeitraum dt kommt,
gilt O(dt?). Fiir U(x) gilt nun nach dem Gesetz von der totalen Wahrschein-
lichkeit

P(Uberleben)
= P(kein Schaden)P(Uberleben|kein Schaden)
+P(ein Schaden)P(Uberleben|ein Schaden) + O(dt?)
= P(kein Schaden)P(Uberleben|kein Schaden)
+P(Schaden) Z P(Schaden A Y = y)P(Uberleben|Schaden A Y = y)

)

+0(dt?),

Ulx) = (1=Xdt)U(x + cdt) + \dt /HCdt Uz + cdt — y)dG(y) + O(dt?)
— (1= XN U(@) + cdt U'(z) + O(d2)) + )\dt/xU(x — y)dG(y) + O(dt?)
0 — —\dtU(x) + cdilU'(z) + At / U — )dG ) + O(dr?)

Nachdem man durch dt kiirzt, und Teile, die dann noch von der Ordnung dt sind,
wegfallen ldsst, erhalt man

cU'(z) — \U(z) + )\/Ox U(x —y)dG(y) =0 (3.1)
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mit der Nebenbedingung
lim U(z) =1

T—r00

Ubung 1:
Berechne U(x) fiir exponentialverteilte Schadenshohen G(z) =1 —e 7.
(Hinweis: Forme (3.1) in eine Differentialgleichung um!)

Die allgemeine Losung fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit U(x) im Cramér-
Lundberg Modell ist durch die sog. POLLACZEK-KHINCHINE-Formel (siehe [1])
gegeben:

oo

Uz) =Y (1= p)p"F" (), (3.2)

n=0

Fila) =, / 0= Fy)dy, x>0,

F* bezeichnet die n-fache Faltung von F; und p := A\u/c < 1.
Im Falle p > 1 gilt U(z) = 0 fiir alle z > 0 (wenn im Erwartungswert mehr
ausgezahlt als eingenommen wird, fithrt das mit Wahrscheinlichkeit 1 zu Ruin).

Im allgemeinen ist der Ausdruck (3.2) nicht praktikabel. Man behilft sich daher
mit Abschidtzungen und Approximationen.

3.2 Der Anpassungskoeffizient

Definition 1 (Anpassungskoeffizient) Wir betrachten die Gleichung

A+re= )\/ e™dG(y) (3.3)
Dies ist eine implizite Gleichung fiir r. Die linke Seite ist linear, die rechte
Seite ist konvex bzgl. r. Eine Liosung dieser Gleichung st trivial: r = 0. Fir
¢ > AE[Y] ist die Ableitung der linearen linken Seite grifler als die Ableitung der
rechten Seite. FEine eindeutige zweite Losung R existiert (vorausgesetzt My (r)
existiert fir einr > 0), da die rechte Seite fir r — oo starker steigt als die linke
Seite (siehe Abb. 2). Diese eindeutige Lisung wird als Anpassungskoeffizient
(engl. adjustment coefficent) bezeichnet.

Ubung 2:
Man zeige, dass der Anpassungskoeffizient R fiir exponentialverteilte
Schadenshéhen (Parameter [3) gegeben ist durch

A
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A

1+cr/Lambda

\J

R

ABB. 2: DER ANPASSUNGSKOEFFIZIENT

Einer der Griinde fiir die groie Bedeutung des Anpassungskoeffizienten in der
Ruintheorie ist der enge Zusammenhang mit der Ruinwahrscheinlichkeit:

Satz 1:
Fualls ein Anpassungskoeffizient R > 0 ezistiert, so gilt

Beweis: siehe VO. O

Bemerkung: Der Schwankungszuschlag 6 ist durch ¢ = (1 + 0)Ap definiert.
Aus Abbildung 2 sieht man, dass sich fiir # — 0 die Sekante an die Tangente
von Mx(r) an r = 0 anndhert, woraus R — 0 folgt. Das bedeutet dann aber
nach (3.4) ¥(x) = 1, das heifit sicheren Ruin. Weiters ist Cy, ¢ > 0 fiir § < 0
immer kleiner als das entsprechende C} fiir # — 0 und somit gilt auch fiir § < 0:
(x) = 1. Aus diesem Grund wird immer ein positiver Schwankungszuschlag
vorausgesetzt (0 > 0 entspricht p < 1, sieche vorige Seite).

Im allgemeinen ist eine explizite Auswertung des Nenners in (3.4) nicht moglich.
Ausnahmen sind der Fall z = 0 und exponentialverteilte Schadenshohen. Jedoch
kann Satz 1 verwendet werden, um Ungleichungen herzuleiten: Da Cp < 0, falls
T < 00, ist der Nenner immer grofler als 1 und daraus folgt:
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Korollar 2:
Fualls ein Anpassungskoeffizient R > 0 ezistiert, so gilt

U(r) < e Vo > 0. (3.5)

Ubung 3:
Man zeige, dass fiir R > 0 und beschrankte Schadenshéhen Y; < m gilt:

w(x) > efR(erm).

Ubung 4:
Man leite fiir exponentialverteilte Schadenshohen aus (3.4) eine explizite
Formel fiir die Ruinwahrscheinlichkeit her!

Nun gibt es eine interessante Verbindung zwischen dem Anpassungskoeffizienten
und dem Exponentialprinzip der Pramienkalkulation. Dort hatten wir die Préamie
definiert als P = H[S]. Im vorliegenden Fall &ndert sich die insgesamt zu zahlende
Pramie im Verlauf der Zeit, damit ist

Pt) = HIS()] = logBe*] =

1
= —log{Mg(a) = eAt(MY(“)_l)}
a

_ % ( / : WA (y) — 1)

Wir bezeichnen in Ubereinstimmung mit den vorangegangenen Resultaten die

Pramie pro Zeiteinheit mit ¢, also ¢ = @. Dann ergibt sich

YN

Bei dieser Wahl der Préamie ist der Anpassungskoeffizient gerade a, wie man durch
Umformung der Gleichung erkennt.

Eine weitere interessante Eigenschaft des Anpassungskoeffizienten R sei nur kurz
erwéhnt. Falls G(z) so beschaffen ist, dass ein R > 0 existiert und weiters
Jo” ze™ (1 — G(x))dx < oo, dann gibt eine asymptotische Entwicklung fiir ¢(z):
Fiir grofle = gilt

() ~ Ce e

Den Beweis findet man beispielsweise in GRANDELL[11].
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Falls fiir die Schadensverteilung F'(x) kein Anpassungskoeffizient R > 0 existiert
(falls also 1 — F'(x) langsamer als exponentiell fillt), gilt folgende Approximation

fiir grofle u:

o P Al
vlu) = (1= Fy(w),

1
wobei wieder Fi(z) = [['(1 — F(y))dy gilt.

3.3 Martingale und der Anpassungskoeffizient

Martingale sind ein niitzliches Hilfsmittel in der Ruintheorie (eine Definition
befindet sich in Anhang 6).
Betrachten wir nochmals den Risikoprozess

Co=x+ct— S

Der Prozess ist im allgemeinen kein Martingal, da mehr als die Nettoprdmie ver-
langt werden muss. Wir versuchen, durch eine Transformation aus dem Prozess

ein Martingal zu machen
Zt — e_RCt,

und suchen den Exponenten R, der dies leistet. Dazu iiberpriifen wir die Martin-
galbedingung. Den endlichen Erwartungswert (die technische Bedingung) erhal-
ten wir iber Bedingungen an die Schadenshéhenverteilung. Die zweite Bedingung
erfordert

E[Z|F] = E [e ot 1)

_ e—Rx—RctIE [eRSt |f‘0]
efR:vacte)\t(My (R)-1)

e [e—AtchtJr)\t(My(R))]

und damit, dass der Exponent innerhalb des Erwartungswertes 0 wird. Dies ist
dann aber gerade die Definition des Anpassungskoeffizienten

)\+Rc:)\/ e™dG (y).

—00

3.4 Ruinwahrscheinlichkeit ohne Startkapital

Im folgenden wird die Ruinwahrscheinlichkeit ohne Startkapital berechnet. Wir
betrachten die Gleichung fiir die Uberlebenswahrscheinlichkeit

cU'(x) = NU(z) + )\/Ox U(x —y)dG(y) =0
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und die Laplace-Transformation davon mit U(s) = £(U(x)) = I e U (x) da

0 = esU(s)—cU(0) — AU(s) + AU(s)3(s) (3.6)
U) = %@s—A+Aﬂ@ﬂﬂQ

Nun lassen wir s — 0 gehen und beachten die Eigenschaft

lim sU(s) = lim U(z) = 1 fiir ¢ > A (3.7)

s—0 T—00

der Laplace-Transformation, sodass

1 — i(s) -~ 1 - 7 N
U0) = -lim cs A+ Ag(s) U(s)s = - lim cs A+ Ag(s) lim U(s)s
Cc s—0 S c s—0 S s—0
] _ N
_ 1, cs A+ Ag(s)
c s—0 S

Diesen Grenzwert kann man nun durch die Formel von de’l Hospital ausrechnen:

i €5~ A+ Ag(s)

s—0 S

=c+ Alim §'(s)
5—0

Fiir den Grenzwert von §'(s) erhalten wir

lim §'(s) = lim (/ e_Sth(t)) = lim (—/ te_Sth(t)) = —/ tdG(t) = —p.
5—0 5—0 0 s—0 0 0

Damit ergibt sich insgesamt

(o) = =M (3.8)

C

Wir erhalten das interessante Resultat, dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit
ohne Ausgangskapital unabhéingig von der Schadensverteilung ist. Nur der Er-
wartungswert des Schadens fliefft in das Ergebnis ein.

Die Laplace-Transformation kann manchmal dazu benutzt werden, analytische
Formeln fiir U(x) zu berechnen:

Ubung 5:

Man berechne die analytische Formel fiir die Ruinwahrscheinlichkeit bei ex-
ponentialverteilten Schadenshohen (mit Parameter 1) mithilfe der Laplace-
Transformation!
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3.5 Das erste Kapital unter dem Anfangskapital

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie hoch das Kapital zu jenem Zeitpunkt ist,
an dem es das erste Mal das Anfangskapital = unterschreitet. Als Anwendung
werden wir einen alternativen einfachen Weg finden, um die Ruinwahrschein-
lichkeit fiir Anfangskapital = 0 zu bestimmen.

Satz 3:

Fiir emmen zusammengesetzten Poisson-Prozess ist die Wahrscheinlichkeit,
dass das Kapital jemals unter das Anfangskapital x fallt und dass dessen
Wert dann zuischen x —y und x — y — dy ist, wenn dies zum ersten Mal
auftritt, gegeben durch

A 1-G(y)

—[1 - G(y)]dy =

- dy, > 0, 3.9
. T y (3.9)

wobei G(y) die Verteilungsfunktion der Finzelschadenshohen bezeichnet.

Beweis: siehe VO.

Aus (3.9) ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass das Kapital jemals unter seinen
Anfangswert fillt, zu

1

T [ -G = (3.10)

/000[1 — G(y)ldy = p.

Falls x = 0, ist demnach die Wahrscheinlichkeit, dass das Kapital jemals kleiner
als Null wird, also die Ruinwahrscheinlichkeit, gegeben durch

was Formel (3.8) entspricht.

Wegen (3.10) ist die Funktion 2[1—G(y)] aus (3) keine Wahrscheinlichkeitsdichte.
Jedoch kann aus ihr durch Normierung eine Wahrscheinlichkeitsdichte konstruiert
werden: Sei L; (eine Zufallsvariable) die Differenz zwischen dem Anfangskapital
x und dem Kapital bei der ersten Unterschreitung des Anfangskapitals, falls dies
jemals passiert. Dann ist die Dichte von L; gegeben durch

fL1<y>=%< _GW), oy 0.
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Die MGF von L; ergibt sich zu

My, (r) = —(My () — 1).

wr
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3.7 Ubungsaufgaben

1.

Bestimme den Anpassungskoeffizienten, falls alle Schadenshohen gleich 1
sind!

. Berechne lim R und lim R.

AL c—00

Zeige
201

H2
(Hinweis: verwende die Abschétzung ™ > 1+ra+ 3(rz)?, (r > 0,2 > 0))

R <

Beweise Korollar 2 durch vollstdndige Induktion nach der Anzahl n der
Schiden, nach denen Ruin auftritt!

Man 16se Ubungsaufgabe 3 von Seite 46!

. Man 16se Ubungsaufgabe 4 von Seite 46!

Man lose Ubungsaufgabe 5 von Seite 48!
Bestimme die Verteilung von L, fiir den Fall, dass die Einzelschéden

(a) exponentialverteilt mit Parameter /3 sind.

(b) alle Grofe 2 haben.



Kapitel 4

Optionspreistheorie

Rechte auf Aktien oder andere zugrundeliegende Vermdgensformen (engl. as-
sets), den underlyings, nennt man Derivate (abgeleitete Werte). Derivate, die
eine Wahlmoglichkeit beinhalten, nennt man Optionen. Die Analyse und die
Preisbestimmung von solchen Rechten, die man auch als Eventualforderungen
(engl. contingent claims) bezeichnet, ist eine der Hauptaufgaben der modernen
Finanzmathematik.

4.1 Das No-Arbitrage-Prinzip

Ein mathematisch gut formalisierbarer Zugang zur Preistheorie fiir derivative
Finanzprodukte wird durch den Begriff des Arbitrage gegeben. Als Arbitrage
bezeichnen wir einen risikolosen Profit beim Handel mit Finanzgiitern, z.B. beim
Handeln mit Aktien. Betrachten wir folgendes einfache

Beispiel 1: Eine Aktie werde in New York und Frankfurt gehandelt. Es
sei der Kurs in New York 100 Dollar, der Kurs in Frankfurt 184 DM, der
Wechselkurs 1.86 DM pro Dollar. Als Arbitragemdoglichkeit liegt vor:

- Kaufe 100 Aktien in Frankfurt.
- Verkaufe diese Aktien in New York.
- Wechsle Dollar in DM.

Ohne Beriicksichtigung von Transaktionskosten ist der risikolose Profit

100 - (100 - 1.86 — 184) DM = 200D M.

Die Transparenz des Marktgeschehens fiihrt dazu, dass ein solches Arbitrage nur

o1
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fiir kurze Zeit bestehen kann. Das Erkennen dieser Arbitrageméglichkeit fithrt zu
gesteigerter Aktiennachfrage in Frankfurt mit Anhebung des Frankfurter Kurses
und erhohter Aktienabgabe in New York, was den dortigen Kurs senkt, sodass
die Arbitragemoglichkeit verschwindet.

Auch wenn konkrete Finanzmérkte in gewissem Umfang Arbitrage ermoglichen

sollten, so gehen wir bei einem idealisierten Finanzmarkt davon aus, dass durch

Transparenz und Effizienz keine Arbitragemoglichkeiten existieren. Wird in einem

solchen idealen Finanzmarkt ein derivatives Finanzgut eingefiihrt, so ist die Pre-

isfestsetzung sicher so durchzufiihren, dass im durch den Handel mit dem De-

rivat vergroferten Markt kein Arbitrage entsteht. Uberlegungen dieser Art sind

grundlegend fiir die Preistheorie der Finanzmérkte und werden als No-Arbitrage-
Prinzip bezeichnet (oder auch: there is no free lunch).

4.2 Derivative Finanzprodukte

4.2.1 Forwards und Futures

Ein besonders einfaches Beispiel fiir ein Derivat, das keine Option ist, stellt der
Forward dar. Es ist die Pflicht, zu einem bestimmten Zeitpunkt 7" in der Zukunft
ein Asset S (also z.B. eine Aktie) fiir einen jetzt vereinbarten Preis K zu kaufen
(bzw. fiir den Vertragspartner: zu verkaufen). Zu jenem Zeitpunkt 7" wird auch
die Auszahlung fillig.

Man wére nun versucht, zu sagen, dass der Preis fiir einen solchen Vertrag von
der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Aktienpreises zum Zeitpunkt 7" abhéngen
muss. Dem ist aber nicht so: In einem Markt, wo Aktien gebiihrenfrei gekauft
und verkauft werden kénnen und beliebige positive und negative Mengen an Ak-
tien ohne Kosten verwaltet werden konnen, gibt es einen anderen Mechanismus,
der den fairen Preis festlegt:

Die einfache Annahme, dass Investoren “mehr zu haben” gegeniiber “weniger
zu haben” bevorzugen (das ist es ja, was “rationales Verhalten” auf Mérkten
ausmacht) und das Beachten des “Zeitwertes von Geld” (also stetige Verzinsung
mit der risikolosen Zinsrate r), ermdglicht uns, den fairen Preis eines Forwards
in folgender Form zu bestimmen:

Sei S; der Aktienpreis zum Zeitpunkt ¢ € [0,7]. Dann ist der Forward-Preis
K = F(t,T) zur Zeit t gegeben durch

F(t,T) = S;e" T, (4.1)

Begriindung: Wenn der Forward-Preis hoher wire (z.B. gleich Y > S;e"™1),
dann konnten wir S; Geldeinheiten fiir das Intervall [¢,T] bei einer Zinsrate von
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r von der Bank ausborgen, damit die Aktie kaufen und einen solchen Forward-
Vertrag verkaufen. Zum Zeitpunkt 7" brauchen wir dann Sy;e” =9 um den Kredit
zuriickzuzahlen, aber wir erhalten vom Kéufer des Forwardvertrages fiir den
Verkauf der Aktie Y > S,e"T=% zuriick und auf diese Weise hétten wir also
einen risikolosen Gewinn gemacht. Falls F(t,T) =Y < S;e"™ = konnten wir auf
dghnliche Weise risikolos Gewinn machen, indem wir eine Aktie zum Zeitpunkt ¢
um S; von jemand anderem ausborgen (“eine short position in der Aktie einge-
hen”), diese um S; verkaufen und diesen Betrag verzinslich anlegen. Weiters
gehen wir eine long position im Forward ein. Zum Zeitpunkt T erhalten wir also
nach Erfiilllung der long position im Forward und Riickgabe der ausgeliechenen
Aktie den risikolosen Gewinn S,e” ™9 — Y > (.

Mit jedem anderen Preis als (4.1) wére also Arbitrage moglich; anders aus-
gedriickt: in einem Markt, der kein Arbitrage zulésst, ist der obige Preis der
einzig mogliche.

Ein Future ist ein Forward Kontrakt, der auf Finanzmérkten gehandelt wird
und meist durch zusétzliche Bedingungen interessant gemacht wird.

4.2.2 Optionen

Eine Option ist ein Recht (aber nicht die Pflicht!), eine zugrundeliegende Aktie
(oder allg. ein Asset) zu einem bestimmten Zeitpunkt 7" zu einem bestimmten
Preis K zu kaufen oder zu verkaufen. Dieser Preis K wird Ausiibungspreis
(engl. strike-price) genannt und T heifit das Félligkeitsdatum (engl. matu-
rity). Man unterscheidet Call-Optionen von Put-Optionen, wobei sich die Na-
mensgebung immer auf die Situation des Kéufers bezieht. Ein Put ist das Recht
eine Aktie zu verkaufen (auf den Markt zu werfen, engl. to put it on the market).
Umgekehrt ist ein Call das Recht, eine Aktie zu kaufen. Beim Kéaufer der Option
liegt in der Sprache der Finanzmérkte eine long position vor, beim Verkaufer eine
short position.

Es gibt nun verschiedene Optionstypen (hier fiir Call-Optionen beschrieben):

e Amerikanisch: Die Aktie darf zu jedem Zeitpunkt bis zur Falligkeit zum
vereinbarten Preis gekauft werden. Dieser Optionstyp wird weltweit am
haufigsten gehandelt.

e Europiisch: Die Aktie darf nur zur Félligkeit zum vereinbarten Preis
gekauft werden. Die Berechnung ist fiir diesen Fall am einfachsten.

e Asiatisch: Die Aktie darf zur Falligkeit zum Mittelwert des Aktienpreises
bis zur Falligkeit verkauft werden. Durch die Mittelwertbildung gleichen
sich Hohen und Tiefen stéarker aus.
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e Andere: Barriere-Optionen (Kontrakt verféllt, falls Aktienpreis ein gewisses
Niveau erreicht, z.B. “down-and-out” ), Cash-or-Asset-Optionen (Auszahlung
einer fixen Summe, oder der Aktie, wenn der Aktienwert iiber/unter einer
Marke liegt)

Alle Optionen, die nicht vom amerikanischen oder européischen Typ sind, werden
als Exotische Optionen bezeichnet.

In jeder Transaktion gibt es also zwei Parteien, den Kéaufer und den Verkéiufer
der Option. Im Falle einer europiischen Call-Option auf eine Aktie (S5;) mit
Ausiibungspreis K ist der Wert (engl. payoff) Cr zur Zeit T fiir den Kaufer
gleich Sp — K, falls Sp > K und 0, falls Sy < K (denn dann kann die Aktie ja
billiger direkt auf dem Markt gekauft werden), also

Cr = max(Sy — K,0) = (Sp — K)™.

Wenn wir den Preis der Call-Option zum heutigen Zeitpunkt ¢ = 0 mit Cy sowie
den Preis der Put-Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit F, bezeichnen, konnen wir
also den Gewinn (bzw. Verlust) bei diesen Optionen fiir Kdufer und Verkéufer
graphisch darstellen (siehe Abbildungen 3 und 4). Hierbei wird der Einfachheit
halber angenommen, dass die risikolose Zinsrate gleich 0 ist).

Eine Option stellt also ein Recht dar, das zu einem finanziellen Vorteil fiihren
kann (und zu einem finanziellen Nachteil fiir jemand anderen) und beinhaltet
keinerlei Verpflichtungen. Dieses Recht muss also etwas kosten.

Frage: Wie viel?

Der Optionspreis muss so bestimmt werden, dass beide Parteien einwilligen. Eine
Moglichkeit, diesen fairen Preis fiir die Option zu beschreiben, ist es, den derzeit-
igen Wert eines Portfolios (bestehend aus Bargeld und Aktienanteilen) zu betra-
chten, das zum Zeitpunkt 7" (risikolos!) genau den gleichen Ertrag wie die Option
liefert (falls ein solches Portfolio existiert!). Man nennt dies dann ein Portfolio,
das die Option repliziert. Mit einem replizierenden Portfolio kann man sich
also gegen das Risiko, das sich durch den Verkauf der Option ergibt (ndmlich
das Risiko, dass Sr grofler (bzw. kleiner) als K ist), absichern (engl. hedge).
Ein zweiter grofler Aufgabenbereich in der Finanzmathematik ist somit die Kon-
struktion von solchen sog. Hedge-Portfolios.

Bevor wir uns der konkreten Berechnung von Optionspreisen zuwenden, wollen
wir einige allgemeine Eigenschaften von Optionspreisen untersuchen:

4.3 Eigenschaften von Optionspreisen

Wir werden in der Folge nur Optionen auf Aktien (kurz: Aktienoptionen) betra-
chten.
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Payoff
Kaufer

Sr
Cor—""mmm- K
Payoff

K Verkaufei

Cob--------------

Sr

ABB. 3: PAYOFF UND GEWINN BEI EINER EUROPAISCHEN CALL-OPTION

4.3.1 Allgemeines
Es gibt sechs Faktoren, die den Preis einer Aktienoption beeinflussen:
1. der derzeitige Aktienpreis Sy
2. der Ausiibungspreis K
3. die Zeit T bis zum Verfallsdatum der Option
4. die Volatilitdt o des Aktienpreises
5. die risikolose Zinsrate r
6. die erwarteten Dividenden wéahrend der Laufzeit der Option

Die Volatilitat ¢ des Aktienpreises ist dabei ein Maf3 dafiir, wie “unsicher” die
zukiinftige Aktienpreisentwicklung ist (konkret ist ov/At die Standardabweichung
des Returns der Aktie fiir ein kleines Zeitintervall At; siehe Abschnitt 4.6). Div-
idendenzahlungen reduzieren den Aktienpreis unmittelbar nach der Auszahlung
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Payoff
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ABB. 4: PAYOFF UND GEWINN BEI EINER EUROPAISCHEN PUT-OPTION

(und entsprechend wirkt sich das auf den Wert der Option aus). Der Einfachheit
halber werden wir Dividendenzahlungen jedoch im weiteren nur beriicksichtigen,
wenn explizit darauf hingewiesen wird.

Wenn sich eine dieser Variablen vergrofiert, wiahrend alle anderen konstant bleiben,
hat das folgenden Effekt auf den Optionspreis:

Européischer  Européaischer ~ Amerikanischer ~ Amerikanischer

Variable Call Put Call Put
So + — + -
K — + - +
T ? ? + +
o + + - -
r + - + -

Dividenden — + — +




4.3. EIGENSCHAFTEN VON OPTIONSPREISEN o7

In der Folge werden wie immer folgende Annahmen treffen:
1. Es gibt keine Transaktionskosten.

2. Es ist immer moglich, Geld zur risikolosen Zinsrate r auszuleihen oder
anzulegen (z.B. durch Kauf bzw. Verkauf einer Anleihe (engl. bond)). r sei
hier immer als konstant vorausgesetzt.

Wir nehmen weiters an, dass Marktteilnehmer Arbitrage-Moglichkeiten sofort
ausniitzen, falls sie existieren. Somit verschwindet aber diese Moglichkeit sehr
rasch und fiir die Analyse von Preisen von Finanzderivaten ist deshalb folgende
weitere Annahme sinnvoll:

3. Es gibt keine Arbitrage-Moglichkeit.

4.3.1.1 Schranken fiir Optionspreise

Wir wollen nun mit einfachen Uberlegungen Schranken fiir Optionspreise her-
leiten. Diese Schranken sind nicht sehr scharf, jedoch sind sie unabhéngig vom
zugrundeliegenden Marktmodell und basieren einzig und allein auf den obigen
drei Annahmen.

Der Wert einer Call-Option (bzw. Put-Option) zum Zeitpunkt ¢ wird in der Folge
immer mit C; (bzw. P;) bezeichnet.

Amerikanische Optionen miissen im allgemeinen natiirlich mehr wert sein als eu-
ropéische vom gleichen Typ, da der Besitzer ja grofiere Flexibilitat beziiglich der
Ausiibung hat. Dies 18t sich an folgendem Beispiel illustrieren: Sei Cy(E) (der
Preis einer européischen Call-Option mit Ausiibungspreis K und Ausiibungsda-
tum T') groBler als Co(A) (der Preis einer amerikanischen Call-Option mit gle-
ichem K und T'), dann kénnte man risikolosen Gewinn machen, indem man eine
europdische Option verkauft, eine amerikanische Option kauft und die Differenz
Co(E) — Cp(A) behélt. Indem wir die amerikanische Option bis zum Zeitpunkt
T behalten, an dem sie den gleichen Wert wie die europiische hat, haben wir
risikolosen Gewinn gemacht. Wenn Arbitrage ausgeschlossen werden soll, gilt
also immer

0 < Co(E) < Cy(A).

Beide Optionspreise miissen unter dem derzeitigen Wert Sy der Aktie liegen (und
in der Praxis werden sie viel kleiner sein), denn wére Cy(A) > Sy, konnten wir
einfach eine Aktie um Sy kaufen und eine Option verkaufen. Der Gewinn dabei
ist risikolos wie sicher, denn die Verpflichtung aus der Option ist durch die Aktie
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abgedeckt.
Mit einfachen No-Arbitrage-Argumenten lisst sich weiters zeigen:

Satz 1:
In einem arbitragefreien Markt gilt

So > Cy(A) > Co(E) > max (50 ~Ke'T, o).

sowie

Ke ™ > Py(E) > max (Ke_rT — S, O)

und
Py(A) > max (K — S, 0).

Beweis: siehe VO.

Diese Schranken sind zwar sehr grofiziigig, gelten aber in allen Optionspreismod-
ellen!

Mit den Schranken aus Satz 1 1483t sich nun eine iiberraschend einfache Beziehung
zwischen amerikanischen und européischen Call-Preisen finden (falls, wie wir hier
annehmen, keine Dividendenzahlungen stattfinden): es gilt

Co(E) = Co(A), (4.2)

denn wegen r > 0 gilt Co(A) > Co(E) > Sy — Ke™™ > Sy — K. Der Option-
spreis ist also (fiir beide Typen) mindestens gleich gro dem Gewinn, den man
macht, wenn die Option sofort ausgeiibt wird. Die Option wird also nicht sofort
ausgeiibt werden (solange der Investor “mehr” gegeniiber “weniger” bevorzugt).
Dieses Argument kann aber fiir jeden Startzeitpunkt t < T angewandt werden:
es gilt Cy(E) > S;— Ke "™~ und somit Cy(A) > S; — K (unabhiingig von T'—t).
Daraus folgt also, dass eine amerikanische Call-Option auf eine Aktie, die keine
Dividenden auszahlt, nicht vor dem Zeitpunkt 7" ausgeiibt wird, sodass (4.2) gilt!
Eine Call-Option auf eine Aktie, die keine Dividenden auszahlt, sollte also nicht
vorzeitig ausgeiibt werden, da sie den Besitzer (im Gegensatz zum Besitz der
Aktie) gegen das Ereignis Sy < K versichert. Weiters ist ein spéites Zahlen des
Ausiibungspreises wegen r > 0 zu bevorzugen.

Friithes Ausiiben einer amerikanischen Put-Option auf eine Aktie, die keine Div-
idenden auszahlt, kann hingegen optimal sein. Deshalb gilt fiir » > 0 immer
Fy(A) > By(E).
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4.3.1.2 Call-Put-Paritat

Zum Zeitpunkt T gilt aufgrund der Definitionen:
CT—PT:(ST—K)+—(K—ST)+:ST—K.

Man kann nun zeigen, dass Arbitrage nur dann verhindert werden kann, wenn
fir alle ¢ € [0, 7] gilt:

Satz 2: (Call-Put-Paritit)
In einem arbitrage-freien Markt gilt fiir europdische Optionen

Ct — Pt = St — Keir(T?t) Vte [0, T] (43)

Beweis: siehe VO.

Somit kann im Falle von Aktien, die keine Dividenden auszahlen, der Preis einer
europdischen Put-Option immer in einfacher Weise aus der entsprechenden Call-
Option berechnet werden und wir kénnen uns in Hinkunft o0.B.d.A. auf die Un-
tersuchung der Call-Option beschrénken.

Fiir amerikanische Optionen gibt es keine Put-Call-Paritét, jedoch gelten folgende
Abschétzungen:

Ubung 1:
Man zeige, dass fiir amerikanische Optionen auf Aktien, die keine Dividenden
auszahlen, gilt:

Sy — K <Cy(A) = P(A) < S, —Ke"™TY  vtel0,T]. (44)

4.3.2 Beriicksichtigung von Dividenden

In den bisherigen Uberlegungen haben wir vorausgesetzt, dass keine Dividenden-
auszahlungen an die Aktionére stattfinden. In diesem Abschnitt wollen wir die
Auswirkungen von Dividenden untersuchen. Da T fiir die meisten gehandelten
Aktienoptionen weniger als ein Jahr betrédgt, konnen die Dividendenzahlungen
wihrend der Laufzeit einer Option in der Regel mit hinreichender Genauigkeit vo-
rausgesagt werden. Wir bezeichnen mit D; den Barwert der Dividenden wéhrend
der Laufzeit T'— ¢ der Option zum Zeitpunkt ¢. Dann gilt

CyE)> S, — Dy — Ke " TY  Vte[0,T] (4.5)
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und
P(E)> D, + Ke"™Y 5, vtel0,T]. (4.6)

Wenn Dividenden zu erwarten sind, kann es auch bei einer amerikanischen Call-
Option vorteilhaft sein, sie frith auszuiiben (speziell vor dem Zeitpunkt einer
Dividendenzahlung kann die Ausiibung optimal sein, da danach der Aktienpreis
fallen wird).

Wenn Dividendenzahlungen stattfinden, &ndert sich die Put-Call-Paritit (4.3)
fiir européische Optionen zu

C{E)—P(E)=8,— D, — Ke "™ vtel,T). (4.7)

Entsprechend gilt fiir amerikanische Optionen statt (4.4) bei Dividendenzahlun-
gen

Sy —D; — K < Cy(A) — P,(A) < S, — Ke ™™= v¢el0,T) (4.8)

4.4 Handelsstrategien mit Optionen

In Abschnitt 4.2.2 haben wir den Gewinn-Verlauf (in Abhéngigkeit des Aktien-
preises) bei Investition in eine Option untersucht. Wenn man eine Position in
einer européischen Aktienoption mit einer Position in der Aktie selbst verbindet,
so ergeben sich mehrere mogliche Gewinnverlaufe (siche Abb. 5).

Gewinn Gewinn

Gewinn Gewinn

ABB. 5: GEWINN BEI HANDELSSTRATEGIEN MIT EINER OPTION UND EINER AKTIE

Besteht ein Portfolio aus zwei oder mehr Calls oder aus zwei oder mehr Puts, so
spricht man von einem Spread. Ein Bull-Spread wird durch den Kauf einer Call-
(bzw. Put-) Option mit niedrigem Ausiibungspreis K; und dem Verkauf einer
Call-(bzw. Put-) Option mit hohem Ausiibungspreis K, erzeugt (sieche Abb. 6).
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Ein Investor mit einem Bull-Spread hofft also auf einen hohen Aktienkurs zum
Zeitpunkt T'.

Im Gegensatz dazu wird ein Bear-Spread durch den Kauf einer Call-(bzw. Put-)
Option mit hohem Ausiibungspreis K5 und dem Verkauf einer Call-(bzw. Put-)
Option mit niedrigem Ausiibungspreis K; erzeugt (sieche Abb. 7). Dieser Spread
ist also dann vorteilhaft, wenn der Aktienkurs zum Zeitpunkt 7" niedrig ist.

Gewinn Gewinn

ABB. 6: GEWINN BEI EINEM BULL-SPREAD

Gewinn Gewinn

ABB. 7: GEWINN BEI EINEM BEAR-SPREAD

Bei diesen Strategien wird also das Potenzial fiir einen hohen Gewinn gegen den
Erhalt einer fixen Summe (durch den Verkauf der Call- bzw. Put-Option) einge-
tauscht.

Ein Butterfly-Spread besteht aus Optionen mit drei verschiedenen Ausiibungs-
preisen. Er kann erzeugt werden durch den Kauf einer Call-Option mit niedrigem
Austibungspreis K, dem Kauf einer Call-Option mit hohem Ausiibungspreis K3
und dem Verkauf von zwei Call-Optionen zum Ausiibungspreis K, mit Ky =
(K1 + K3)/2. Typischerweise ist Ky im Bereich des derzeitigen Aktienpreises
Sop. Der Gewinnverlauf eines Butterfly-Spreads wird in Abb. 8 wiedergegeben.
Er fiithrt also dann zu Gewinn, wenn der Aktienpreis nahe bei K, bleibt und
fithrt sonst zu relativ geringem Verlust. Ein solcher Butterfly-Spread ist also
eine geeignete Strategie fiir einen Investor, der glaubt, dass sich der Aktienkurs
nur wenig dndern wird. Butterfly-Spreads konnen auch mit Put-Optionen kreiert
werden. Wie man in Abb. 8 sieht, ist die dabei entstehende Gewinnfunktion
aquivalent zum entsprechenden Spread mit Call-Optionen. Aus der Put-Call-
Paritét folgt, dass die jeweils anfinglich notwendigen Investitionen fiir beide der
Strategien demnach gleich sein miissen.

Die Liste der Handelsstrategien lésst sich natiirlich beliebig erweitern:
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Gewinn Gewinn

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,

ABB. 8 GEWINN BEI EINEM BUTTERFLY-SPREAD

e gleicher Ausiibungspreis, aber unterschiedliche Félligkeitsdaten T' fiir die
involvierten Optionen (Kalender-Spreads)

e unterschiedliche Ausiibungspreise und unterschiedliche Ausiibungszeitpunkte
fiir die involvierten Optionen (Diagonal-Spreads)

e Portfolio mit Calls und Puts auf die gleiche Aktie usw.

Wenn européische Optionen mit Filligkeitsdatum 7" zu jedem moglichen Strike-
Preis K verfiighar sind, kann man mit ihnen ein Portfolio mit jeder gewiinschten
Payoff-Funktion erzeugen. Das ist auch einer der Griinde, warum das Handeln
mit Optionen so beliebt ist.

4.5 Das binomiale Optionspreismodell

4.5.1 Optionspreismodell mit einer Periode

Zum Einstieg betrachten wir einen Markt mit einer einzigen Handelsperiode - es
gibt also nur Zeitpunkt 0 und 7', d.h. T = {0,7}. Wir modellieren den Aktien-
wert St durch eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P).
Jeder Claim H, der eine Funktion von Sr (oder allgemeiner S;) ist, ist also eine
nichtnegative Zufallsvariable auf (2, F,P).

Beispiel: Nehmen wir vorerst der Einfachheit halber an, dass die Zinsrate r = 0
ist und eine Aktie S heute den Preis Sy = 10 (z.B. € ) hat und zum Zeitpunkt
T einen der folgenden Werte annehmen wird:

20 mit Wahrscheinlichkeit p,
7.5 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Sr =

Betrachte eine européische Call-Option H = (Sr — K)* auf diese Aktie mit
Ausiibungspreis K = 15. Wir versuchen nun, ein Hedge-Portfolio (6, 6;) mit
0y Einheiten von Bargeld und #; Einheiten dieser Aktie S zu finden, das den
Wert der Option zum Zeitpunkt 7" repliziert (6, 0; € R). Da S nur zwei Werte
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annehmen kann und wir zwei Variablen zur Verfiigung haben (6, und 6,), kénnen
wir ein solches Portfolio in diesem Modell immer konstruieren. Der Wert dieses
Portfolios heute wird also dann den fairen Preis dieser Option liefern (fiir jeden
anderen Preis lasst sich risikoloser Profit machen!). Der Wert des Portfolios ist
gegeben durch V; = 6y + 6,5 (t € T) und kann sich hier (wegen r = 0) also nur
durch Anderung des Aktienpreises verindern. Damit dieses Portfolio den Wert
der Option repliziert, miissen wir nun 6, ¢; wie folgt wihlen:

5 - 901"‘2091
= 0yl +7.50;.

Daraus folgt 6, = —3,60, = 0.4. Substituieren in Vi = 6y + 6,5y ergibt Vj =
—3+40.4(10) = 1.

Die Hedging-Strategie ist also wie folgt: Zum Zeitpunkt ¢ = 0 verkaufen wir eine
Option, bekommen dafiir 1 € , leihen uns weiters 3 € aus und investieren die
Summe von 4 € in Aktien. Dafiir erhalten wir also % = 0.4 Aktienanteile. Zum
Zeitpunkt T gibt es zwei Moglichkeiten:

(i) St = 20. Die Option wird ausgeiibt, d.h. wir miissen die Aktie verkaufen,
dabei machen wir 5 € Verlust. Wir zahlen unseren Kredit zuriick (3 €)
und verkaufen unsere Aktienanteile (dafiir erhalten wir 0.4 x 20 =8 € ).
Gesamtbilanz dieses Handels: 0.

(ii) Sy = 7.5. Die Option wird nicht ausgeiibt (keine Kosten). Wir zahlen
unseren Kredit zuriick (Kosten 3 € ) und verkaufen unsere Aktienteile
(Gewinn 0.4 x 7.5 =3 €).

Gesamtbilanz dieses Handels: 0.

Der Verkauf der Option und der Besitz des Hedge-Portfolios gleichen sich also
genau aus, wenn der Preis der Option gleich Cy = 1 gesetzt wird. Wieder sieht
man sofort, dass kein anderer Preis diese Eigenschaft haben kann: Wenn Cy > 1,
verkaufen wir die Option und kaufen damit das Hedge-Portfolio und erhalten
risikolosen Gewinn Cjy — 1, und falls Cy < 1, wechseln wir mit dem Kéufer die
Rollen.

Betrachten wir nun etwas allgemeiner ein 1-periodisches Modell mit risikoloser
Zinsrate v > 0 und

g S9 mit Wahrscheinlichkeit p,
T pu—
51 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

und einen Claim H mit Payoff Vi = f5, falls Sy = sy und Vi = fi, falls Sy =
s1. Betrachten wir wieder ein Portfolio (6, 6;) aus Aktienanteilen und Bargeld,
genauer #; Einheiten von Aktien (Wert 615;) und 6y Einheiten von einer Anleihe
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By, die zum Zinssatz r verzinst wird (Wert 6y By). Dann ergibt sich auf die gleiche
Weise wie vorhin als Bedingung fiir das Hedge-Portfolio

fa = eoBoerT + 01 59
fi = 60oBoe’" + 0, s

mit der Losung

o _ hh
S9 — 51
b — Ble T (f2 (fz2 _f;282)'

Der Wert dieses Portfolios zum Zeitpunkt ¢ = 0 und somit der Preis fiir diesen

Claim H ist
Vo (H) = (fz fl) T (f2 (f2 — f1)52) . (4.9)

So2 — 851 S2 — S1

Bemerkung: Diese einfache Rechnung war nur moglich, da es lediglich zwei
mogliche Werte fiir Sy gab - schon bei einer Aufspaltung in drei mogliche Werte
kann man im allgemeinen kein Hedge-Portfolio mehr konstruieren!

Die Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p fiir einen Anstieg bzw. Abfall des Ak-
tienkurses kommen in (4.9) nicht vor! Das scheint der Intuition zu widersprechen,
denn es ist naheliegend, anzunehmen, dass fiir grofleres p der Wert der Call-
Option grofer wird. Dies ist aber nicht der Fall. Die Schitzung von p ist i.a.
abhéngig von den Risikopriferenzen der Investoren; das No-Arbitrage-Prinzip
legt fiir die Option einen Preis fest, der unabhéngig von diesen Préferenzen ist:

Wenn wir die Variable

rl
= (4.10)
S9 — 8§51
einfiihren, so folgt aus (4.9)
Vo(H) =e"" (qu +(1 - q)f1>. (4.11)

Weiters gilt ¢ € (0,1). Wir kénnen den Preis fiir H also als diskontierten Er-
wartungswert des Payoffs ausdriicken - jedoch nicht beziiglich p, sondern beziiglich
einer anderen Wahrscheinlichkeit ¢, dem sogenannten risikoneutralen Wahrschein-

lichkeitsmaf Q:

Vo(H) = e T Eg [V (H)J. (4.12)
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Die Bezeichnung “ risikoneutral” wird durch folgende Beobachtung verstéandlich:
Der Erwartungswert des Aktienpreises unter diesem neuen Wahrscheinlichkeits-
maf ist

Eq(Sr) = (gs2 + (1 — q)s1) = Soe'”,

der Aktienpreis wichst also im Durchschnitt wie eine risikolose Vermogensform
geméf der Zinsrate r.

Dieses Resultat ist ein Beispiel fiir ein wichtiges allgemeines Prinzip in der Op-
tionstheorie, ndmlich der risikoneutralen Bewertung. Es besagt, dass wir eine
Risikoneutralitdt annehmen kénnen, wenn wir Preise fiir Optionen oder andere
Derivate bestimmen. Die so erhaltenen Preise sind nicht nur in der risikoneu-
tralen Welt, sondern auch allgemein korrekt.

Man kann also als Alternative zur Optionspreisbestimmung mit No-Arbitrage-
Uberlegungen im obigen Beispiel den Optionspreis auch mittels risikoloser Bew-
ertung erhalten: In der risikoneutralen Welt muss der erwartete Aktienpreis Sr
am Ende der Periode gleich dem mit der risikolosen Zinsrate r > 0 aufgezinsten
Wert Sy sein; demnach erhélt man ¢ aus der Gleichung

s2q+ s1(1—q) = Se™",

woraus (4.10) folgt. Fiir das so bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl @) kann man
nun mittels (4.12) den Preis des entsprechenden Claims bestimmen. No-Arbitrage-
Argumente und risikoneutrale Bewertung liefern also die gleichen Antworten.

4.5.2 Das Cox-Ross-Rubinstein-Binomialmodell

Betrachten wir nun ein binominales Preismodell mit Handelstagen 0,1,2,...,T
fiir ein festes T'. Der Aktienkurs nimmt also die Werte Sy, S1, ..., St an und fiir
jedes t < T gilt

(14+0)S;—4 mit Wahrscheinlichkeit p
Sy = ,a<e —1<b
(14 a)S;—1  mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

und 7 sei die risikolose Zinsrate. Wir wollen nun den Preis fiir einen Claim H (z.B.
eine européische Call-Option) bestimmen, der zum Zeitpunkt 7" ausgeiibt werden
kann. Betrachten wir dazu den Wert von H zum Zeitpunkt 7" — 1, so kénnen
wir diesen als Startwert fiir ein 1-periodisches Modell (vgl. Abschnitt 4.5.1) in-
terpretieren; es gibt also eine Hedging-Strategie (6y,6,), die den Wert von H
an den Zeitpunkten {T" — 1,T} repliziert sowie ein risikoneutrales Wahrschein-
lichkeitsmafl ). Wir konnen also den Wert Vp_; von H zum Zeitpunkt 7' — 1 als
diskontierten Erwartungswert unter ) berechnen (siehe (4.11)):

Vroi=e " (qu +(1— C])f1>



66 KAPITEL 4. OPTIONSPREISTHEORIE

mit
e'—1—-a
b—a

Bemerkung: Hier findet die Bezeichnung risikoneutrales Mafs fiir () wieder eine
Begriindung: Ein risiko-neutraler Investor ist jemand, der indifferent ist zwis-
chen einer Investition mit einem sicheren Ertrag und einer Investition mit einem
unsicheren Ertrag mit gleichem Erwartungswert. Unter () gilt ndmlich fiir den
Erwartungswert von S, gegeben Sy = S,

q= (4.13)

E[Sr|S7—1=9)=q(1+b)S+ (1 —¢)(1 +a)S =¢"S.

Nun kann man analog vorgehen, um Vr_5 zu berechnen: die Aktie, deren Wert
St_o jetzt als S geschrieben wird, kann zur Zeit T' einen von den drei Werten
(140)2S, (1+a)(1+5)S und (1 + a)%S annehmen (sieche Abb. 9), der Claim H
muss also zur Zeit T einen von drei Werten annehmen, die wir mit fos, for1, f11
bezeichnen wollen. Die zwei méglichen Werte von Vp_; (V' V) kénnen wie oben
nach dem 1-periodischen Modell berechnet werden. Somit kann man auch Vy_s
wie im 1-periodischen Modell berechnen:

b+13°S,
(b+1?2Ss,

@ +51))(b +1)2s,
€

S -t @+ b+1)S,
@+1s,

@@ +12s,

@a+1°%s,
ABB. 9: EREIGNISBAUM FUR DAS CRR-MODELL

Vry = e’ (C]Vb +(1- Q)Va)
= % [Q(Qfm + (1 - Q)f21) +(1—-q) (qu +(1 - Q)fu)}
= 7 [q2f22 +2q(1 - q) for + (1 — q)2f11} .

Der Wert des Claims zum Zeitpunkt 7" — 2 ist also vollstdndig bestimmt durch
Groflen, die dem Investor schon zum Zeitpunkt 7" — 2 bekannt sind.

Diese Rekursion kann nun fortgesetzt werden und auf diese Weise erhélt man V;
fiir jedes t < T.

Speziell erhélt man fiir den Geldbetrag, den man braucht, um eine europaische
Call-Option H zu replizieren,
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Vo = T ET: (?) gt(1 — q)T*t((1 b)Y +a)T S, — K>+ (4.14)
_ i (?) ;]rt qu)_t ((1 + )1+ a)T_t50>

e (s

wobei A die kleinste natiirliche Zahl k ist, fiir die So(1+ b)*(1+ a)T=* > K gilt.
Unter Verwendung von (4.13) und ¢’ = ¢(1 + b)/e” folgt ¢ € (0,1) und 1 — ¢’ =
(1 —¢q)(1+a)/e", sodass schlieBlich fiir den fairen Preis einer européischen Call-
Option in diesem Binomialmodell folgt:

Vo= SoU(A;T,q) — Ke "™"W(A; T, q), (4.15)

mit
n

n . .
wminp) = Y (7)1 -
j=m
Formel (4.15) ist die sog. Cox-Ross-Rubinstein-Binomial-Optionspreis-Formel fiir
einen européischen Call.

Wir konnten also durch rekursive Anwendung des 1-periodischen Modells den
Preis V) eines Claims H zum Zeitpunkt 0 im Binomialmodell bestimmen. All-
gemeiner ist klar, dass der Wert V; der Option zum Zeitpunkt ¢ < 7' durch die
Formel

Vi=SV(A;T —t,¢)— Ke™™ \If(At, —t,q), (4.16)

gegeben ist, wobei A, die kleinste natiirliche Zahl k ist, fiir die Sy(1 + b)*(1 +
a)f=t% > K gilt. Analog zu oben kann man nun die Zusammensetzung des
Hedge-Portfolios zum Zeitpunkt ¢ bestimmen. Das Portfolio (69 ;,6} ;) wird
tiber das Zeitintervall [t — 1,¢) gehalten und muss V; replizieren, d.h.

0L S, +6° " =V,

Setzt man nun fiir S; die zwei moglichen Werte in Abhéngigkeit von S;_; und
fiir V; die entsprechenden Optionswerte ein, so folgt eine eindeutige Losung fiir
(69 ,,0F ). Allgemein gilt demnach fiir 0 <t < T

9?_1 _ —7" (T—-1) Z < ) 1 o q)T—t—s

SAt

Oy = Z (T; Vara -

S:At
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Das Hedge-Portfolio besteht also im Zeitintervall [t,t + 1) aus 6? Einheiten an
Bargeld und 6} Aktienanteilen und wird zum Zeitpunkt ¢ 4+ 1 mit der dann zur
Verfiigung stehenden Information auf die Zusammensetzung (67, ,, 0/, ;) umgestellt.
Fiir diese Umstellung sind keine zusétzlichen finanziellen Mittel notwendig. Das
Hedge-Portfolio heisst also selbstfinanzierend, da wihrend der gesamten Laufzeit,
in der die Option repliziert wird, keine finanziellen Zu- oder Abfliisse nach auflen
stattfinden.

Bemerkung: Mit diesem Binomialmodell werden in der Praxis auch haufig nu-
merische Approximationsmethoden fiir Preise von Optionen entwickelt, fiir die
keine analytischen Losungen verfiighar sind. Ein Beispiel sind amerikanische
Call-Optionen: Da diese Optionen zu jedem Zeitpunkt ¢ < T ausgeilibt werden
konnen, wird der wie oben durch Riickwiirtseinsetzen gewonnene Wert V,¢ der
entsprechenden européischen Call-Option auf einem bestimmten Knoten G des
Zeitpunktes t durch
max{V,%, S¢ — K}

ersetzt, wobei S¢ den Aktienpreis auf diesem Knoten bezeichnet. Analoges gilt
natiirlich fiir amerikanische Put-Optionen.

Auf diese Weise gibt es zwar keine geschlossene Summationsformel, jedoch reichen
in der Praxis oft Rechentiefen im Bereich von n ~ 200 aus, um brauchbare
Néherungen fiir den Optionspreis zu erhalten.

4.6 Das Black-Scholes-Modell

Die mathematische Theorie der Optionspreisberechnung begann 1900 mit der
Dissertation von LOUIS BACHELIER, der stochastische Prozesse in stetiger Zeit
benutzte, um Optionen und Derivate zu modellieren und deren Preis zu bestim-
men. Seine Arbeit blieb lange Zeit unbeachtet. Erst die bahnbrechenden Arbeiten
von BLACK UND SCHOLES [3] (1973) und MERTON [17] zeigten, wie effektiv sto-
chastische Methoden bei der Optionspreisberechnung eingesetzt werden koénnen.
Obwohl das Black-Scholes-Modell die realen Verhéltnisse nicht vollstdndig wider-
spiegelt, hat es sich doch in der Praxis der Finanzmérkte bewahrt und wird dort
mit seinen vielfiltigen Modifikationen und Weiterentwicklungen als Marktstan-
dard eingesetzt.

Wir beginnen mit einer Wiederholung der Definition einer Brown’schen Bewe-
gung.

Definition 1 Fine Brown’sche Bewegung (bzw. ein Wiener-Prozess) ist eine

Zufallsfunktion (W : t € R), fir die gilt:

(i) Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt Wy = 0 und W, ist eine stetige Funktion in t.
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(i) Fir jedest > 0 und h > 0 ist das Inkrement Wy, — Wy normalverteilt mit
Mittelwert 0 und Varianz h, also

VVt—i—h - Wt ~ N(O, h)

(iii) Aufeinanderfolgende Inkremente W, — Wy, und Wy, ., — W, sind sto-
chastisch unabhdngig.

Daraus folgt insbesondere, dass W, fiir jedes t selbst normalverteilt ist mit Mit-
telwert 0 und Varianz t. Die Inkremente von W; sind auch stationdr, d.h. die
Verteilung von W, — W, (h > 0) ist unabhéngig von ¢.

Wir betrachten nun einen verallgemeinerten Wiener Prozess W/ mit
dW{ = adt + bdW,.

Fiir jedes ¢ > 0 und h > 0 ist das Inkrement W/, — W/ dann normalverteilt
mit Mittelwert ah und Varianz b*h. Somit hat dieser verallgemeinerte Wiener
Prozess erwartete Driftrate (d.h. durchschnittlicher Drift pro Zeiteinheit) a und

Varianzrate (d.h. Varianz pro Zeiteinheit) b?.

Auf Basis dieses stochastischen Prozesses wird nun ein Aktienpreis (S; : t € R)
durch eine sogenannte geometrische Brown’sche Bewegung modelliert:

dSy = Si(pdt +odWy) (So =S5, p,0...const.) (4.17)

Mit dieser Wahl ist einerseits gesichert, dass der Aktienpreis immer positiv ist
und zweitens ist der erwartete prozentuelle Return p pro Zeiteinheit (das ist die
erwartete Driftrate dividiert durch den Aktienpreis) bei Investition in eine Aktie
unabhéngig von der Hohe des Aktienpreises. Weiters ist auch die Variabilitit des
prozentuellen Returns unabhéngig von der Hohe des Aktienpreises. Die Variable
o wird als Volatilitat des Aktienkurses bezeichnet und p nennt man die erwartete
Return-Rate.
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Beispiel 2: Eine Aktie, die keine Dividenden ausbezahlt, habe eine Volatilitét
von 30% per annum und einen erwarteten Return von 15% per annum mit
stetiger Verzinsung. Dann ist 4 = 0.15 und ¢ = 0.30 und der stochastische
Prozess fiir den Aktienpreis ist gegeben durch

d
% = 0.15dt + 0.30 dW.
t

Fiir ein kleines h > 0 gilt dann

Sipn — St

G =015+ 0.30eV/h,
t

wobei € ~ N(0,1).

Das Analogon zur geometrischen Brown’schen Bewegung in diskreter Zeit ist
gegeben durch

A
TS = uAt + oevV At.

Die Variable AS ist dabei die Anderung des Aktienpreises S in einem kleinen
Zeitintervall At und € ~ N(0,1). Der Return % der Aktie in einer kurzen
Zeitspanne At setzt sich also zusammen aus dem erwarteten Return pAt und
einer stochastischen Komponente aem, wobei VAt die Standardabweichung
des Returns in der kurzen Zeitspanne At bezeichnet. Es gilt

a5 N (1 At, 0 At).
S

Das Black-Scholes-Modell ist nun ein kontinuierliches Finanzmarktmodell mit
endlichem Zeithorizont T und zwei Finanzgiitern, ndmlich einer festverzinslichen
Anlage (dem Bond) mit kontinuierlicher Verzinsung (Zinsrate r; ihr determin-
istischer Preisverlauf ist somit gegeben durch B; = €™, t € [0,T]) sowie eines
Underlyings (z.B. einer Aktie) mit Preisverlauf S;. Die grundlegende Annahme
im Black-Scholes-Modell ist, den Preis (S; : ¢ € R) durch eine geometrische
Brown’sche Bewegung geméf (4.17) zu modellieren. Es zeigt sich, dass dies der
Annahme einer Lognormalverteilung fiir S7 entspricht (siche Abb. 10). Weiters
werden im Black-Scholes-Modell folgende Annahmen getroffen:

1. p und o sind konstant.
2. Wertpapiere kénnen zu beliebigen Mengen gekauft und verkauft werden.

3. Es gibt keine Transaktionskosten und Steuern. Alle Vermogensformen sind
beliebig teilbar.
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4. Es gibt keine Dividenden wéhrend der Lebenszeit des Derivats.
5. Es gibt keine Arbitrage-Moglichkeiten.

6. Die risikolose Zinsrate r ist konstant.
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ABB. 10: PFAD EINER GEOMETRISCHEN BROWN’SCHEN BEWEGUNG

Bemerkung: Aktienkurse sind charakterisiert durch kleine Auf- und Abwérts-
bewegungen, die sich aufgrund von Kéufen und Verkédufen ergeben. Die Grofle
dieser Bewegungen sind grob gesehen proportional zum Preis des Assets; unter
der Annahme von Unabhéngigkeit ergibt sich, wenn man diese Bewegungen
gegen Null gehen [48t, mit dem zentralen Grenzwertsatz fiir den Aktienkurs eine
geometrische Brown’sche Bewegung. Aus diesem Grund und vor allem der math-
ematischen Einfachheit halber wird dieses Modell hiufig verwendet. Statistische
Untersuchungen legen jedoch nahe, dass die meisten realen Aktienkurse durch
andere Modelle besser beschrieben werden (siehe Abschnitt 4.8).

4.7 Die Formel von Black-Scholes

Das CRR-Binomial-Modell beinhaltet alle notwendigen Informationen, um die
berithmte Black-Scholes-Formel, die den Preis einer européischen Call-Option
in einem Markt mit stetiger Zeit, der die Annahmen des Black-Scholes-Modells
erfiillt, herzuleiten:

4.7.1 Herleitung

Dazu betrachten wir den Preisprozess S = (5;) auf einem endlichen Zeitintervall
[0, T auf der reellen Achse und transformieren ihn in ein Problem mit diskreter
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Zeit, indem wir ein Binomialmodell S¥ betrachten, das an Sy beginnt und an einer
endlichen Anzahl N von (dquidistant gewéhlten) Zeitpunkten seinen Wert éndern
kann. Die Handelszeitpunkte sind also durch T = {0, h, 2h, ..., Nh} C [0, T] mit
h = T/N gegeben. In einem solchen Modell betrachten wir den Wert C{¥ einer
europdischen Call-Option mit Payoff (Sy — K)™. Nach (4.14) gilt

T T N n
C§:=ff”}j(t)fﬂ—QVt<%IIRﬁ—Kj
t=0 N . n=1
(50 [[RY - K) ] ,
n=1

= G_TTEQ

wobei RY = S%/S(]X_l)h die Werte (1 + b) und (1 + a) annimmt. Wir fixieren
r > 0 und wéhlen fiir ein festes o > 0 (das die Volatilitdt pro Zeiteinheit des

Aktienpreises in stetiger Zeit repriasentieren wird) und festes N die Parameter a
und b fiir SV in folgender Weise:

o =e und oh =e

L+ _ tovh 1ta_ —ovn (4.18)

Durch diese Wahl konvergiert der Aktienpreisprozess SV fiir N — oo gegen eine
geometrische Brown’sche Bewegung:

Nach (4.13) folgt aus (4.18)

1—eovh
9= e-i—ax/ﬁ _ 6—0\/3.

Nun definieren wir

sodass
N N
e H RY = exp (ZYnN> = eZN
n=1 n=1

Es ergibt sich also
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Lemma (Zentraler Grenzwertsatz):
Sei (Y;V)<n eine Folge unabhéingiger und identisch verteilter Zufallsvariablen

mit Mittelwert py derart, dass (Nuyx)n 2% )1 < 00, und deren Varianz die
Form 02/N + o(1/N) hat. Dann gilt

N
Iy=> YN -5 7
n=1

wobei die Zufallsvariable Z ~ N(u,0?) normalverteilt ist mit Mittelwert

und Varianz o?2.

Da YV die Werte +0+/h annimmt, ergibt sich fiir das zweite Moment o>T /N
und der Erwartungswert py ist gegeben durch

E[YN] = ovVhg — oVh(1 —q) = (2¢ — 1)ovVh = 2%%7\/?.

Damit der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden kann, muss also noch
gezeigt werden, dass 2¢ — 1 von der Ordnung 1/+/N ist. Dies ergibt sich aus

2¢—1 = 1-2(1-¢q)
e—l—a\/ﬁ_l
2e+0\/ﬁ_e—0\/ﬁ

= 1—-

und Taylorreihenentwicklung dieser Funktion nach v/h ergibt 2¢ — 1 = —%a\/ﬁ +
O(h), also 2¢—1 = —30+/T/N + O(1/N). Somit folgt Nuy — —30°T fiir N —
00. Aus der obigen Version des zentralen Grenzwertsatzes folgt also Zy 4z
und da (Spe?y — e "TK)T gleichgradig integrierbar ist, konvergiert CJ¥ somit
gegen

E {(SO e? — e”“TK) j ,

wobei der Erwartungswert jetzt beziiglich der Verteilung von Z ~ N (—%O'QT, a*T)
zu berechnen ist. Diesen Ausdruck kénnen wir nun wie folgt berechnen:

Wir standardisieren Z und sehen, dass die Zufallsvariable X = (1/0v/T)(Z +
10°T) ~ N(0,1), bzw. Z = oV/TX — LT, sodass sich der Grenzwert von C}
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aus folgendem Integral ergibt:

1
o + e 2
C, = / (S efazT/QJro\/T:r . efrTK) dr
0 . 0 o

> dx
= S / e TRV Tes? T e T(1-
0 8 \/ﬁ ( (7))

© @-ovD)? dx
= S e 2 —— — Ke'(1- @
g N (1-2()

_ 50(1 — By — aﬁ)) . Ke’TT(l - cb(y)),
wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Normalverteilung bezeichnet und

log(K/Sy) + (50° — )T
y= T -

Diese Formel lasst sich nun noch umschreiben und wir erhalten:

Satz 3: Formel von Black-Scholes

Sei der Aktienkurs durch eine geometrische Brown’sche Bewegung (4.17)
gegeben und p, o und r konstant. Unter den Annahmen von Seite 70 ist
dann der Preis einer europdischen Call Option bei gegebenen Parametern K,
T, r, o, Sy gegeben durch

Co = Sp®(dy) — e T Kd(d) (4.19)
mat
g log(So/K) + (r £ 306*)T
+ — U\/T )
wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Normalverteilung bezeichnet. [ |

4.7.2 Diskussion

Indem wir in (4.19) 7" durch 7' — ¢ und Sy durch S; ersetzen, ergibt sich sofort
der Wert C; der Option zum Zeitpunkt £. Man kann die Option in diesem Fall
auch als einen Vertrag betrachten, der zum Zeitpunkt ¢ abgeschlossen wurde mit
Laufzeit T — t:
Ct == Stq)(dt+) — e_r(T_t)Ké(dt_), (420)

mit
log(Si/K) + (r + 30°)(T — 1)

oVT —t '

dig =
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Wenden wir die Call-Put-Paritit auf (4.20) an, so ergibt sich der Preis einer eu-
ropaischen Put-Option P; mit den gleichen Parametern im Black-Scholes-Modell
zu

Pt = KG_T(T_t)(b(—dt_) — St(b(dt+).

Wir untersuchen nun das Verhalten des Preises C; (analoge Uberlegungen kénnen
fiir P, erfolgen):

Fiir steigendes S; wachsen d;+ in (4.20) unbeschrénkt, sodass ®(d;+) gegen 1 und
C, somit gegen S; — Ke """ strebt. Die Option bekommt also die Bedeutung
eines Forward-Vertrages mit Ausiibungspreis K, da es “sicher” ist, dass sie zum
Zeitpunkt T ausgeiibt wird. Wenn die Volatilitdt o gegen 0 geht, wird d;+ eben-
falls unendlich grof}; die dann risikolose Aktie verhélt sich dann wie eine Anleihe
(bzw. Geld in der Bank).

Fir t — T (d.h. die Laufzeit geht gegen 0) und S; > K gilt dix — 400 und
e "It — 1, sodass C; gegen Sy — K strebt. Im Fall S, < K ist log(S,;/K) < 0,
sodass diy — —oo und Cy — 0. Somit gilt, wie erwartet, C; — (S7 — K)™ fiir
t—T.

Aus (4.20) lasst sich eine natiirliche Hedging-Strategie ableiten, da der Wert
der Option zum Zeitpunkt ¢ als Linearkombination von Aktieneinheiten S; und
Bondeinheiten B; gegeben ist mit By = 1 und B, = e"'By = ¢"t. Es folgt also
folgende Zusammensetzung fiir das (die Call-Option) replizierende Portfolio zum
Zeitpunkt ¢:

Satz 4: Hedging-Strategie fiir Black-Scholes

Der Wert Cy der Option kann durch Handeln mit der Aktie risikolos erzeugt
werden. Dazu muss das Portfolio zum Zeitpunkt t 6° Bondanteile und 0}
Aktienanteile beinhalten mait

Qto = —Ke_rTq)(dt_), Qtl = (b(dt+)

Bemerkung: Der Optionspreis (4.19) hingt von der risikolosen Zinsrate r und
der Volatilitdt o der Aktie ab, nicht jedoch vom Drift ;1 des Aktienpreises, der
auch der unmittelbare erwartete Return der Aktie ist. In die Herleitung geht nur
ein, dass dieser Wert konstant ist, die GroBle von p ist jedoch fiir den Option-
spreis irrelevant. Anders ausgedriickt: Zwei Investoren sind sich beziiglich des
Optionspreises einig, obwohl sie sich uneinig beziiglich des erwarteten Returns
der Aktie sein konnen!
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Ubung 2:
Berechne den Preis einer Call Option mit folgenden Daten: Der Zinssatz

@ pro Jahr liegt bei 4%, die geschitzte Volatilitat o bezogen auf ein Jahr bei

0.18, der Preis der Aktie zum Zeitpunkt 0 bei 20 €. Die Opt“ion hat einen
Ausiibungspreis von 25 € in 7" = 2 Jahren (s.a. Abb. 11). Uberpriife das
Ergebnis mit MAPLE [12] und der dort eingebauten Formel

> with(finance);
> blackscholes(S,K,r,T,sigma);

30~

10 0 o 30 4 50
S\

ABB. 11: WERT DER CALL OPTION IN ABHANGIGKEIT VON Sy FUR T =0,1,2 (UBUNG 2)

4.8 Weitere Modelle

Es gibt eine Vielzahl von Verallgemeinerungen des Black-Scholes-Modells (z.B.
Einbeziehung von Dividendenzahlungen, Verallgemeinerung auf mehrere Aktien,
auf stochastische Zinsraten r(t), stochastische Volatilitat o(t), Modellierung von
Wechselkursen, Einbeziehung von Transaktionskosten,usw.).

Im allgemeinen gibt es dann keine geschlossenen Formeln mehr.

Das Black-Scholes-Modell basiert auf der Annahme von normalverteilten Log-
Returns. Reale Daten weisen jedoch vielfach ein anderes Verhalten auf. Die En-
twicklung einer allgemeineren Optionspreistheorie “jenseits” von Black-Scholes
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hat sich in den letzten Jahren rasant weiterentwickelt (beispielsweise mit hyper-
bolischen Verteilungen (vgl. EBERLEIN [7]) oder mit gebrochener Brown’scher
Bewegung (vgl. MANDELBROT [16])). Allerdings wird die Situation wesentlich
komplizierter, wenn man iiber das Black-Scholes-Modell hinausgeht, da man
dann nicht mehr aus reinen No-Arbitrage-Argumenten eindeutige Preise und
entsprechenden Handelsstrategien ableiten kann. Aus diesem Grund spielt fiir
Praktiker das Black-Scholes-Modell nach wie vor eine grundlegende Rolle.

4.9 Marktgleichgewicht und Derivate

In Abschnitt 4.6 haben wir die Black-Scholes-Formel mit einem Hedging- Argument
in stetiger Zeit hergeleitet. Dasselbe Ergebnis erhilt man auch mit 6konomischen
Argumenten bei der Betrachtung eines Marktgleichgewichts bei risikoaversen In-
vestoren. Diesen Zugang wollen wir hier nachvollziehen:

4.9.1 Marktgleichgewicht

Wir definieren zuerst den Begriff eines Pareto-optimalen Risikoaustausches. Dazu
betrachten wir n Firmen (bzw. Entscheidungstriger). Wir nehmen an, dass
Firma ¢ am Ende des Jahres ein Vermogen W; besitzt und nach einer Nutzen-
funktion u;(w) handelt. Hier sind also Wy, ..., W, Zufallsvariablen mit bekannter
gemeinsamer Verteilung. Sei W = W, + ... + W,, das Gesamtvermdégen der n
Firmen. Ein Risikoaustausch ist eine Umverteilung des Gesamtvermogens. Beze-
ichnet X; das Vermogen der Firma ¢ nach dem Risikoaustausch , so muss gelten

X1—|—+Xn:W,

da das Gesamtvermogen ja gleich bleiben muss. Der Wert des Risikoaustausches
fiir Firma ¢ wird gemessen durch

Definition 2 FEin Risikoaustausch (X1,...,X,) heifit Pareto-optimal, falls es
nicht maoglich ist, die Situation einer der Firmen zu verbessern, ohne dabei die
Situation von mindestens einer anderen Firma zu verschlechtern. FEs gibt also

keinen Risikoaustausch (Xy, ..., X,) mit

Elu;(X;)] > Elu;(X;)] firi=1,...n,
wobei mindestens eine dieser Ungleichungen strikt ist.

Wenn Firmen bereit sind, zu kooperieren, sollten sie also einen Pareto-optimalen
Risikoaustausch wéhlen.



78 KAPITEL 4. OPTIONSPREISTHEORIE

Die Pareto-optimalen Risikoaustausche bilden eine Familie mit n — 1 Parametern.
Sie kénnen auf folgende Weise bestimmt werden: Wihle &y > 0,...,k, > 0 und
maximiere den Ausdruck

Z kB (X)), (4.21)

wobei das Maximum iiber alle Risikoaustausche (X7,...,X,) zu nehmen ist.
Dieses Problem hat eine relativ explizite Losung:

Satz 5: (Borch) ) )
Ein Risikoaustausch (Xi, ..., X,
Zufallsvariablen ku,(X;) firi =

) mazximiert (4.21) genau dann wenn die
1,...,n ident sind.

Beweis: siehe Ubungsaufgabe 23.

Auf diese Weise bekommt man fiir jede Wahl von k; > 0,... &, > 0 ein Pareto-
optimales Gleichgewicht. Umgekehrt erhilt man bei risikoaversen Nutzenfunk-
tionen auf diese Weise jedes mogliche Pareto-optimale Gleichgewicht (siehe [9]).

Betrachten wir nun einen Markt mit n Firmen (jeweils mit Nutzenfunktion u;).
Aus obigem folgt, dass die Firmen sich einem Pareto-optimalen Risikoaustausch
unterziehen sollten. Eine Mo6glichkeit eines solchen Pareto-optimalen Austausches
basiert auf dem ckonomischen Gleichgewicht:

Nehmen wir an, dass auf dem Markt zufillige Zahlungen gehandelt werden. Der
Preis H(Y) fiir eine solche Zahlung Y (die ja eine Zufallsvariable ist) wird berech-
net durch

H(Y)=E[¥Y]. (4.22)

Hier ist W eine positive Zufallsvariable. Wir wollen vorerst annehmen, dass H(Y')
den Preis am Ende eines Jahres représentiert und die Zinsrate r = 0 betrégt. Der
Preis einer konstanten Zahlung muss demnach identisch dieser Konstante sein.
Daraus folgt aber E[U] = 1. Der Preis kann dann in der Form

H(Y)=E[Y]+ Cov (Y, ¥) (4.23)

geschrieben werden; er ist also darstellbar als Erwartungswert der Zahlung plus
einer Korrektur, die die Marktbedingungen widerspiegelt. Eine andere Interpre-
tation ergibt sich aus

EqlY] = E[¥Y] fiir alle Y.

Demnach ist H(Y") der Erwartungswert von Y beziiglich einem neuen Wahrschein-
lichkeitsmafl (). W ist also die Radon-Nikodym-Ableitung des ()-Mafles beziiglich



4.9. MARKTGLEICHGEWICHT UND DERIVATE 79

des urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmafles. Aus diesem Grund wird ¥ auch
Preisdichte genannt.

Firma ¢ wird also eine zufillige Zahlung Y; kaufen wollen, um ihren erwarteten
Nutzen zu maximieren:

max Efu;(W; +Y; — H(Y;))].

(Der Vermogensstand W; der Firma ¢ ist dabei selbst eine Zufallsvariable.)

Satz 6: .
FEine Zahlung Y; lost das Problem

max E[u;(W; +Y; — H(Y;))]
genau dann, wenn

(Wi +Y; — H(Y;)) = OE[u,(W; + Y; — H(Y}))]. (4.24)

Beweis: Siehe Ubungsaufgabe 24.

Dieses optimale }71 ist eindeutig bis auf eine Konstante, somit ist }71 - H (}71)
eindeutig. Dieser Ausdruck wird als Netto-Bedarf (engl. net demand) der Firma
1 bezeichnet und ist also eine optimale Zahlung mit Preis 0.

Fiir ein gegebenes ¥ definieren wir den Uberschussbedarf (engl. excess demand)

n

> IV — H(Y;)- (4.25)

i=1

Die Firmen koénnen ihren jeweils erwarteten Nutzen nur dann gleichzeitig max-
imieren, wenn dieser Ausdruck gleich Null ist (die sog. market clearing condition).
Das fiihrt zu folgender

Definition 3 FEine Preisdichte W und die Zahlungen Yi,...,Y, bilden ein Gle-
ichgewicht, wenn (4.25) verschwindet und wenn (4.24) fir i = 1,...,n erfillt
15t.

Ein Gleichgewicht induziert also einen Risikoaustausch (X1, ..., X,) mit

Xi:VViJrffi—H(f/i) firi=1,...,n.
Bedingung (4.24) besagt also, dass

w)(X;) = UEu)(X;)] firi=1,...,n.
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Nach Satz 5 ist ein Risikoaustausch, der durch ein Gleichgewicht impliziert wird,
also Pareto-optimal (mit k; = 1/E[u;(X;)]).
Die Umkehrung gilt in folgendem Sinne: Sei (W7, ..., W,,) bereits Pareto-optimal.

Dann bilden Wy, ..., W, und ¥ ein Marktgleichgewicht, wenn wir
ui (W)

= Bl (W)

2

setzen. Dariiberhinaus gilt dann wegen (4.24)

Y,—H(Y;)=0 firi=1,...,n.

Beispiel 3: Falls alle n Firmen exponentielle Nutzenfunktionen benutzen,
erhalten wir aus (4.24)

Ve W St osy
wobel k; eine Konstante ist. Der Nettobedarf der Firma ¢ ist somit
~ ~ 1 1
Y, - HY;) = -W; — —InV¥ + E[YW;] + —E[V In ¥].
i a;

Im Gleichgewichtszustand muss die Summe {iber ¢ verschwinden, also
1
0=-W-—-—-InV¥ + &k,
a

wobei k wieder eine Konstante ist. Wegen E[U] = 1 folgt daraus

efaW

V= pr (4.26)

4.9.2 Preisbestimmung von Derivaten

In einem Gleichgewicht ist der Preis einer Zahlung Y also durch H(Y') mit (4.22)
gegeben, wobei U die Gleichgewichts-Preisdichte bezeichnet. Die Zufallsvariable
Y ist typischerweise der Wert eines Assets oder eines Derivats am Ende einer
Periode. Unter bestimmten Bedingungen kann der Preis eines Derivats durch
den Preis des zugrundeliegenden Assets ausgedriickt werden:

Dafiir nehmen wir an, dass die Zufallsvariable ¥ Lognormal-verteilt ist, d.h.

U = e,
wobei Z eine Normalverteilung hat, deren Varianz wir mit v bezeichnen. Wegen

1 =E[V] =exp (IE][Z] + %y2>
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folgt E[Z] = —112.
Aus (4.26) sieht man, dass die Annahme eines lognormalverteilten ¥ im Falle ex-
ponentieller Nutzenfunktionen der Annahme eines normalverteilten Gesamtvermogen

W entspricht.

Wie in Abschnitt 4.6 modellieren wir den Wert eines Assets S (also z.B. einer
Aktie) am Ende der Periode durch eine lognormalverteilte Zufallsvariable:

S = SQGR,

wobei Sy der beobachtete Preis des Assets zu Beginn der Periode ist und R ~
N(u,0?). Weiters nehmen wir an, dass die gemeinsame Verteilung von (Z, R)
bivariat normal ist mit Korrelationskoeffizient p. Dann folgt fiir die MGF von R
beziiglich des ()-Mafles:

Eqle'] = E[Ve'] = E[e? ] = exp (t(,u + pvo) + %tQUZ). (4.27)

2

Die Verteilung von R beziiglich @ ist immer noch normal, mit Varianz ¢* und

neuem Erwartungswert
pQ = p+ pro.
Fiir puq ldsst sich nun ein praktischerer Ausdruck finden: Wenn wir eine risikolose

Zinsate r > (0 voraussetzen, so gilt (da Sy ja der Preis des Assets zu Beginn der
Periode ist)

So=e "H(S) =e "Eg[S] (4.28)
und es folgt
-r R —r 1 2
So =€ "SoEg[e] = e "Syexp <,LLQ +30 >,
o2
bzw. pg=r1r— 5 (4.29)

Fiir den Preis eines Derivats, dessen Wert am Ende der Periode durch eine Funk-
tion f(S) gegeben ist, folgt dann

Vo= e "H(f(S)) = e "Eqlf(Soe"),

wobei R normalverteilt ist mit Erwartungswert (4.29) und Varianz o2

Fiir Periodenléinge T gilt alles analog, indem wir jetzt p durch uT', o? durch 0T
und r durch 77T ersetzen. Fiir eine européische Call-Option mit f(S) = (Sp—K)*
ergibt sich daraus wieder die Black-Scholes-Formel (4.19).

Mit dieser Methode kann man auch Preise von Derivaten in allgemeineren Situa-
tionen bestimmen, beispielsweise falls die Derivate von mehreren Assets abhédngen
oder falls S eine lineare Funktion von W ist:
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Beispiel 4: In der Situation von Beispiel 3 nehme man S = ¢W an. Dann

gilt
=" _ E[Se"]  E[Se ]
= Eq[S] = Ele¥] ~ B (4.30)
mit o = a/q. Nach (4.28) ist a durch die Bedingung
E[Se™] _ .
A5 _ s (4.31)

bestimmt. Der Preis eines Derivats mit Payoff f(S) ergibt sich demnach zu

E[f(S)e™*]

=e¢'E =e " 4.32
% € Q[f(S)] € E[e_as] ( 3 )
Dies ist die sog. Esscher-Methode nach BUHLMANN.
Mit (4.31) ergibt sich aus (4.32) weiters
E[f(S)e*]
Yo =5 E[Se—o5] (4:33)
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4.11 Ubungsaufgaben

1. (a) Was ist der Unterschied zwischen dem Einnehmen einer long position
in einem Forward-Vertrag mit Forward-Preis 50 € und dem Einnehmen
einer long position in einer Call-Option mit Ausiibungspreis 50 € ?

(b) Ein Spekulant wiirde gern vom (subjektiv erwarteten) Anstieg einer
bestimmten Aktie profitieren. Der derzeitige Aktienkurs betrigt 29 € und
eine européische Call-Option (T=3 Monate, K=30€ ) kostet 2.90 € . Dem
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Spekulanten stehen 5800€ zum Investieren zur Verfiigung. Man identi-
fiziere zwei alternative Strategien - eine mit Investition in die Aktie, die
andere mit Investition in die Option. Was sind jeweils die potenziellen
Gewinne bzw. Verluste?

2. (a) Eine Firma weif}, dass sie in 4 Monaten eine gewisse Geldmenge in einer
ausldndischen Wahrung erhalten wird. Mit welchem (i) Forward-Vertrag
bzw. (ii) Optionsvertrag kann man diese Transaktion hedgen? Was ist der
Unterschied zwischen (i) und (ii)?

(b) Der Goldpreis sei derzeit 500€ pro Unze und der Forward-Preis fiir
Goldkauf in einem Jahr sei 700 € pro Unze. Wie kann man damit risikolosen
Profit (Arbitrage) machen, wenn man Geld mit einer Verzinsung von 10%p.a.
borgen kann? (Man nehme an, dass das Lagern von Gold nichts kostet.)

3. (a) Beschreibe den Payoff des folgenden Portfolios: eine long position in
einem Forward-Vertrag auf ein Asset und eine long position in einer eu-
ropaischen Put-Option mit jeweils gleicher Filligkeit T'; der Ausiibungspreis
K der Option sei gleich dem Forward-Preis des Assets zum Zeitpunkt 0.

(b) Uberpriife die Richtigkeit folgender Aussage:

“Eine long position in einem Forward-Vertrag ist dquivalent mit einer long
position in einer européischen Call-Option und einer short position in einer
europdischen Put-Option.”

4. Man 16se die Ubungsaufgabe von Seite 59.
5. Man beweise (4.5),(4.6),(4.7) und (4.8) aus Abschnitt 4.3.2.

6. (a) Bestimme eine untere Schranke fiir eine Call-Option auf eine Aktie, die
keine Dividenden zahlt, mit T" = 4 Monaten und K = 25€ , wenn die
risikolose Zinsrate 8% p.a. und Sy = 28 € betragt.

(b) Der Preis einer amerikanischen Call-Option auf eine Aktie, die keine
Dividenden zahlt, sei 4€ . Dabei sei der Aktienpreis Sy = 31€ , K =30€
die risikolose Zinsrate gleich 8% p.a. und T' = 3 Monate. Man bestimme
obere und untere Schranken fiir den Preis eines amerikanischen Puts mit
den gleichen Parametern.

7. Seien C1, Cy und Cj die Preise von européischen Call-Optionen mit Ausiibung-
spreisen K, Ky bzw. K3, wobei K3 > Ky > K; und K3 — Ky = Ky — K.
Man zeige

Cy <0.5(C1 + Cy),

falls alle Optionen den gleichen Ausiibungszeitpunkt 7" besitzen.

8. Der Preis einer européischen Call-Option mit 7" = 6 Monaten und K =
30€ sei 2€ und es gelte Sy = 29€ sowie eine risikolose Zinsrate von 8%
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p-a. Wieviel kostet eine européische Put-Option mit 7" = 6 Monaten und
K = 30€ , wenn eine Dividende von 0.5€ in 2 und in 5 Monaten erwartet
wird?

Drei européische Put-Optionen auf eine Aktie haben gleiches Ausiibungs-
datum 7" und Ausiibungspreise 55€ | 60€ bzw. 65€ . Thr Preis am Markt
ist 3€ |, 5€ bzw. 8€ . Wie kann man aus diesen einen Butterfly-Spread
erzeugen? Man gebe eine Tabelle mit dem Gewinnverlauf bei solch einer
Handelsstrategie. In welchem Bereich muss St liegen, damit der Butterfly-
Spread zum Verlust fithrt?

(a) Man zeige mittels Put-Call-Paritét, dass die Kosten fiir das Erstellen
eines Butterfly-Spreads mit européischen Puts und eines solchen mit eu-
ropéischen Calls gleich grof3 sind!

(b) Wie kann ein Forward-Vertrag auf eine Aktie mit vereinbartem Preis
und Verkaufsdatum durch Optionen repliziert werden?

Betrachte folgendes Modell mit T = {0, 1} und 2 Zusténden am Ende der
Periode: Zur Zeit T' = 0 sei der Preis von Weizen mit 70 € gegeben und
es sei bekannt, dass der Wert bis zur Zeit T" = 1 auf 120 € oder auf 80
€ steigt. Der effektive Zinssatz fiir ein Barkonto innerhalb der Periode sei
r > 0. Berechne den Wert V) einer européischen Call Option zum Zeitpunkt
T = 0 mit Ausiibungspreis K = 100 € auf 3 verschiedene Arten:

a) durch Konstruktion einer Hedging-Strategie.
b) durch Konstruktion eines risikoneutralen Mafes.

c¢) durch Berechnung der Zustandspreise.

Berechne den Preis Vj einer européischen Call-Option im CRR-Modell (siehe
Abschnitt 4.5.2) mit 7" = 3, r = 0, K = 110€ und Sy, = 100€ unter
der Annahme, dass der Aktienpreis an jedem Handelstag um 20% steigt
oder fillt. Berechne weiters die Hedging-Strategie. Wie kann man einen
risikolosen Profit von 1.000.000 € erzielen, wenn die Option zu einem Preis
von Vy + 5€ gehandelt wird?

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 100€ . Fiir jeden der beiden folgenden
halbjiahrigen Perioden sei angenommen, dass der Aktienpreis um 10% steigt
oder um 10% féllt. Die risikolose Zinsrate sei 8% p.a. (stetige Verzinsung).
a) Was ist der (heutige) Wert einer européischen Call-Option mit 7" = 1
Jahr und K = 1007

b) Was ist der (heutige) Wert einer européischen Put-Option mit 7' = 1
Jahr und K = 1007

¢) Man tiberpriife die Giiltigkeit der Call-Put-Paritét.
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Der derzeitige Preis einer Aktie sei 50€ und es sei bekannt, dass er in 2
Monaten entweder 53 € oder 48 € sein wird. Die risikolose Zinsrate sei 10%
p.a. (stetige Verzinsung). Man verwende No-Arbitrage-Argumente, um den
Preis einer européischen Call-Option mit 7" = 2 Monaten und K = 49 zu
bestimmen. Was ist der faire Preis fiir eine européische Put-Option mit
den gleichen Parametern?

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 50€ und es sei bekannt, dass er in 6
Monaten entweder 60 € oder 42 € sein wird. Die risikolose Zinsrate sei 12%
p.a. (stetige Verzinsung). Man berechne den Preis einer européischen Call-
Option mit T = 6 Monaten und K = 48 zu bestimmen und verifiziere, dass
No-Arbitrage-Argumente und die Berechnung mittels eines risikoneutralen
Mafes die gleichen Antworten liefern.

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 40€ und es sei bekannt, dass er in 3
Monaten entweder 45 € oder 35€ sein wird. Der risikolose Zinssatz sei 8%
p.a. (vierteljahrliche Verzinsung). Man berechne den Preis einer européis-
chen Call-Option mit 7" = 3 Monaten und K = 40 und verifiziere, dass
No-Arbitrage-Argumente und die Berechnung mittels eines risikoneutralen
MafBes die gleichen Antworten liefern.

Der derzeitige Preis einer Aktie sei 40€ . Fiir jede der beiden folgenden
3-Monats-Perioden sei angenommen, dass der Aktienpreis um 10% steigt
oder um 10% fallt. Die risikolose Zinsrate sei 12% p.a. (stetige Verzinsung).
a) Was ist der Preis einer europiischen Call-Option mit 7" = 6 Monaten
und K =427

b) Was ist der Preis einer amerikanischen Put-Option mit 7" = 6 Monaten
und K =427

Der derzeitige Preis Sy einer Aktie sei 25€ und es sei bekannt, dass er
in T = 2 Monaten entweder S} = 23€ oder Sy = 27€ sein wird. Die
risikolose Zinsrate sei 10% p.a. (stetige Verzinsung). Was ist der faire Preis
eines Derivats, das zum Zeitpunkt T einen Payoff von SZ liefert?

Man l6se die Ubungsaufgabe (2) von Seite 75.

Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit
Volatilitdt ¢ = 0.30 modelliert und der derzeitige Preis sei Sy = 50€ .
Man berechne den Preis einer européischen Put-Option (7" = 3 Monate,
K =50€ ), wenn die risikolose Zinsrate 10% p.a. betrigt (stetige Verzin-
sung)! Wie kann man daraus den Preis einer européischen Call-Option
berechnen?

Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit einer
Volatilitdt von 30% pro Jahr modelliert und der derzeitige Preis sei Sy =
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69€ . Man berechne den Preis einer européischen Put-Option (7" = 3
Monate, K = 70€ ), wenn die risikolose Zinsrate 5% p.a. ist (stetige
Verzinsung)!

Der Aktienpreis sei durch eine geometrische Brown’sche Bewegung mit
Volatilitdt o = 0.35 und einem erwarteten jahrlichen Return von 16% mod-
elliert und der derzeitige Preis sei Sy = 69€ .
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine

(a) europdische Call-Option
(b) européische Put-Option

auf die Aktie mit K = 40€ und T = 6 Monaten ausgeiibt werden wird?
Man berechne weiters die Preise der beiden Optionen, wenn der risikolose
Zinssatz 5% p.a. betrigt!

23. Man beweise Satz 5 von Seite 78.

24. Man beweise Satz 6 von Seite 79.



Kapitel 5

Simulationstechniken

In diesem Kapitel wollen wir einige Simulationstechniken, die in der Versicherungs-
und Finanzmathematik verwendet werden, behandeln.

5.1 Die Monte Carlo Methode

5.1.1 Allgemeines

Sei Z eine Zufallsvariable, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, p),
und nehmen wir an, wir wollen

z:lE[Z]:/QZdu (5.1)

in einer Situation berechnen, in der z nicht analytisch bestimmbar ist, aber Z
simuliert werden kann. Fiir gegebene (€2, 1) und Z reduziert sich dieses Problem
auf die Berechnung von

1) = [ foax 52

wobei f eine Funktion auf dem s-dimensionalen Einheitsintervall I° = [0, 1]* ist.
Es handelt sich also um das Problem einer numerischen Integration.

Die grundlegende Idee der Monte Carlo (MC) Methode besteht nun darin, N
zuféllige unabhéngige Integrationspunkte xi,...,xy in I® zu wihlen (geméf der
Gleichverteilung in [0, 1]*) und (5.2) durch das arithmetische Mittel

INGEES S (5.9

zu approximieren. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt I (f) — I(f)
fiir N — oo mit Wahrscheinlichkeit 1.

87
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Nach dem zentralen Grenzwertsatz kann der Fehler der Approximation

1 N
IN—[:N;f(Xn)_E[f]

niherungsweise durch eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
0 und Varianz ¢?/N beschrieben werden, wobei o = [,,(f )2dx. De-
mentsprechend liefern Monte Carlo Schétzer eine probablhstlsche Fehlerschranke
O(N~%2). Man beachte, dass diese Schranke (im Gegensatz zu klassischen nu-
merischen Integrationsmethoden) nicht von der Dimension s abhéngt!

In praktischen Implementationen werden die Zufallsvektoren xi,...,xy durch
einen deterministischen Algorithmus generiert, von dem man hofft, dass er die
Gleichverteilung moglichst gut “imitiert”. Diese Imitationen werden Pseudo-
Zufallszahlen genannt und ihre Giite kann durch statistische Tests untersucht
werden.

5.1.2 Anwendungen in der Risikotheorie

In der Risikotheorie kann man mit der Monte Carlo Methode beispielsweise Ru-
inwahrscheinlichkeiten mit endlichem Zeithorizont z = ¢(u, T") simulieren, indem
man den Risikoprozess {R;} bis zur Zeit T' (bzw. min(7, 7(u))) simuliert und Z
als den Indikator wahlt, dass Ruin aufgetreten ist:

Zz[( inf Rt<0>:[(7'(u)§T).

0<t<T

Es werden als N unabhéngige Stichproben Z;, ..., Zy simuliert und z = ¥(u, T
wird durch den empirischen Mittelwert

i+ ...+ Zn
N

geschitzt. Die Varianz von Z wird dann durch die empirische Varianz

:Ng . — 2) ZZQ 5

geschitzt und nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt v N(z — 2) 4 N (0,0%),
wobei 0% = Var(Z). Somit ist

z =

1.96s
VN

ein asymptotisches 95%-Konfidenzintervall fiir z und in dieser Form wird ein Sim-
ulationsresultat typischerweise angegeben.

zx
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Die hier dargestellte einfachste Form der MC-Simulation wird auch Crude Monte
Carlo (CMC) Methode genannt, da sie auf vielfache Weise verbessert werden
kann:

5.1.2.1 Varianzreduktionstechniken

Um die Varianz des CMC-Schétzers Z von z zu reduzieren, versucht man beispiel-
sweise eine andere Zufallsvariable Z’ zu finden, sodass E[Z’] = E[Z] = z, jedoch
(hoffentlich) Var(Z’) < Var(Z). Dies ist ein klassisches Problem in der Simu-
lationstechnik und im allgemeinen ist es sehr aufwendig. Es muss also Var(Z’)
schon bedeutend kleiner sein als Var(Z), damit sich Varianzreduktionsmetho-
den lohnen (falls beispielsweise Var(Z') = Var(Z)/2 gilt, dann kann man durch
Verdoppeln der Simulationsldufe N auf 2N mit der CMC-Methode die gleiche
Genauigkeit erreichen wie fiir N-malige Simulation von Z’ und in den meisten
Féllen ist solch eine geringe Erhohung der Simulationslédufe unproblematisch).

Wir werden nun zwei Methoden untersuchen, die zum Studium von Ruinwahrschein-
lichkeiten geeignet sind:

Bedingtes Monte Carlo: Sei Z ein CMC-Schéitzer und Y eine andere Zu-
fallsvariable, die zur gleichen Zeit wie Z erzeugt wird. Dann gilt fiir Z' = E[Z|Y],
dass E[Z'] = E[Z] = z, also kommt Z’ fiir einen Monte Carlo Schétzer von z in
Frage. Wegen

Var(Z) = Var(E[Z|Y]) + E[Var(Z|Y)]

folgt
Var[Z'] < Var|Z],

sodass die bedingte Monte Carlo Methode immer zu einer Varianzreduktion fiihrt.
Importance Sampling: Hier ist die Idee, z = E[Z] durch Simulation beziiglich
eines Wahrscheinlichkeitsmafles () zu bestimmen, wobei () ein zum urspriinglichen

Wahrscheinlichkeitsmafl P dquivalentes Maf ist (d.h. die jeweiligen Nullmengen
sind identisch). Dann existiert eine Zufallsvariable L, sodass

z=E[Z] = Eg[LZ].
L = % ist die Radon-Nikodym-Dichte von @ bzgl. P und wird als likelihood

ratio bezeichnet.
Man generiert nun mit der CMC-Methode (Z1, Ly), ..., (Zn, Ly) von @ und ver-

wendet den Schétzer
| XN
Zrs = N ;l L;Z;
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sowie das Konfidenzintervall

wobel

1 — 1 —
2 L o o2+ 2,2 22
51 = ;(LZZ, Z1s)” = N ;Li Zi = Z1s-
Dabei hingt es von der Wahl von ) ab, ob Varianzreduktion erreicht wird oder
nicht. Das Problem ist also, ein effizientes () zu finden:

Es gibt ein optimales (), definiert durch % =Z|E[Z)=Z/z d.h. L =2/Z (das
Ereignis {Z=0} ist irrelevant wegen Q(Z=0)=0). Dann gilt namlich

2
Varg(LZ) = Eq(LZ)* — (Eq(LZ))" = Eq[ 5 2%] — o[~
Es scheint also, als hétten wir einen Schétzer mit Varianz 0 erzeugt. Jedoch
ist z nicht analytisch verfiigbar (wir wollen es ja simulieren!), also kénnen wir
L = Z/z nicht berechnen (aufierdem kann es oft unmdoglich sein, @ in einer Form
auszudriicken, die es ermdoglicht, von @) zu simulieren).

Jedoch bekommt man durch obiges Ergebnis eine Suchhilfe fiir (): Versuche @) so
zu wahlen, dass % “moglichst proportional” zu Z ist. Dies wird i.a. schwierig
sein, jedoch kann man beispielsweise versuchen, () so zu wéhlen, dass grofiere

Werte von Z wahrscheinlicher werden.

Z}Q:ZQ—ZQ:O.

5.1.2.2 Simulation seltener Ereignisse

Oft sind Schétzungen von kleinen Werten z = P(A) gesucht (z.B. von der Ord-
nung 1072 oder kleiner); d.h. Z = I(A) und A ist ein seltenes Ereignis. Ein
Beispiel sind Ruinwahrscheinlichkeiten (A = {7(u) < T} oder A = {7(u) < o0}),
die typischerweise, vor allem fiir grofie u, recht klein sind.
Die CMC-Methode fiihrt auf eine Varianz von 0% = 2(1 — z), was gegen 0 strebt
fiir z — 0. Jedoch ist die relative Genauigkeit schlecht:

o7 _Vxl-2) 1 s 00,

z z VZz
Anders ausgedriickt: ein Konfidenzintervall der Breite 10~* mag klein aussehen,
wenn jedoch der Schitzer z selbst von der GroBenordnung 107> ist, ist dieses
Konfidenzintervall wertlos. Dies lasst sich auch an der Stichprobengréfie N il-
lustrieren, die bendtigt wird, um eine vorgegebene relative Breite (z.B. 10%) des
Konfidenzintervalls zu erreichen: Aus 1.960/(2v/N) = 0.1 folgt

100 - 1.96%2z(1 — z) 100 - 1.962

N =
22 z

Fiir kleines z muss also N sehr grof sein.
Eine Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen, ist Importance-Sampling.
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5.1.3 Quasi-Monte Carlo Methoden

Quasi-Monte Carlo Methoden werden oft als deterministische Versionen von MC-
Methoden bezeichnet. Anstatt von zuféllig verteilten Punkten in [0, 1]* werden
zur Berechnung von (5.2) deterministische Punktfolgen verwendet, von denen
man weif}; dass sie “gut” gleichverteilt sind. Ein Mafl dafiir, wie gut eine Folge
von Punkten {x,}_; in I® verteilt ist, ist die sogenannte Stern-Diskrepanz

Dy (x1,...,Xy) = sup
a€l0,1]s

XN
NZl[O,a)(XH) —Qq ... Q.
n=1

Hierbei ist [0, ) = [0, 1) X ...) X [0, as) und 1, ist die charakteristische Funktion
der Menge A. Eine Folge w = {x,,}>°; heifit gleichverteilt, wenn

]\}me Dy (w) =0.

In der Theorie der Gleichverteilung wird bewiesen, dass fiir den Schétzer (5.3)
mit einer gleichverteilten Folge w = {x,}22, gilt, dass Iy — I fiir N — oco. Eine
obere Schranke fiir die Approximation mit N Punkten wird durch die berithmte
Koksma-Hlawka-Ungleichung gegeben:

< V(f)Dy(w), (5-4)

wobei V' (f) die Variation der Funktion angibt, die als endlich vorausgesetzt wird.
Je kleiner die Diskrepanz der Folge ist, desto kleiner ist also der Approximations-
fehler.

Die Sterndiskrepanz der besten gleichverteilten Folgen hat asymptotische Ord-
nung O((log N)*/N). Solche Folgen werden als Folgen kleiner Diskrepanz bezeich-
net. Wegen (5.4) gilt also bei Verwendung solcher Folgen fiir den Approximations-
fehler O((log N)*/N). Im Gegensatz zur MC-Methode ist diese Fehlerschranke
zwar von s abhéngig, aber sie ist deterministisch!

5.1.3.1 Folgen kleiner Diskrepanz

Einfache Beispiele von Folgen kleiner Diskrepanz sind z.B.

Van der Corput- und Halton-Folgen:

Man wahlt eine ganze Zahl b > 2. Das n—te Folgenglied x,, der Van der
Corput-Folge zur Basis b ergibt sich dann aus der eindeutigen Ziffernentwick-

lung n = 372 a;(n)l (wobei a;(n) € {0,...,b—1}), indem wir diese Ziffern am
Dezimalpunkt spiegeln, d.h. wir erhalten

() = 3 a;(m)p
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Nun wihlen wir z,, = ¢p(n) fiir alle n > 0.

Diese Konstruktion kann man nun leicht auf s > 1 Dimensionen erweitern, indem
man s ganze Zahlen by,...,bs > 2 wihlt, die relativ prim sind. Dann erh&lt man
die Halton-Folge in den Basen by, ..., bs durch

X, = (¢p,(n), ..., Pp.(n)) € I° fiir alle n > 0.

Die sog. netzartigen Folgen haben noch kleinere Diskrepanz. Dabei ist ein
(t,m, s)-Netz zur Basis b definiert als Punktmenge P von N = "™ Punkten in
[0, 1]%, sodass in jedem Elementarintervall vom Typ

E= H[aib_d", ((lz‘ + 1)b_di), a;,d; € 7, d; >0, 0< a; < bdi, 1 <1< s,

i=1

fir das vol(E) = b"~™ gilt, genau b* Punkte von P liegen. Dementsprechend
heifit eine Folge x¢, X1, ... von Punkten in I*® eine (t, s)-Folge in Basis b, wenn fiir
alle £ > 0 und m > t die Punktmenge P ,, = {x, : kb™ < n < (k+ 1)b™} ein
(t, m, s)-Netz ist.

Beispielsweise ist die van der Corput-Folge in Basis b eine (0, 1)-Folge in Basis b.
(t,s)-Folgen in Basis 2 nennt man Sobol-Folgen. Sie werden héufig bei der
Losung von finanzmathematischen Problemen eingesetzt (sieche Abschnitt 5.1.5).

Abbildungen 12-14 geben einen visuellen Vergleich der Verteilung der ersten 1000
Punkte einer zweidimensionalen Folge mit Pseudo-Zufallszahlen, einer Halton-
folge (mit Basen 2 und 3) sowie einer Sobolfolge.
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5.1.4 Ein Beispiel mit asiatischen Optionen

Nun wollen wir MC- und QMC-Algorithmen anwenden, um den Preis einer asi-
atischen Preis-Option vom europiischen Typ zu bestimmen, deren Payoff vom
arithmetischen Mittel der Aktienpreise abhéngt. Der Aktienpreis sei wieder durch
eine geometrische Brown’sche Bewegung % = pdt + odW, modelliert (siehe Ab-
schnitt 4.6). Wir diskretisieren diesen Prozess:

St+At = St + MStAt + O'St Vv AtZ, (55)

wobei Z ~ N(0,1). Fiir eine endliche Folge von Aktienpreisen Sy, Si, ..., S ist
die Payoff-Funktion dieser Option dann gegeben durch

k
CT(SQ,Sl, .. ,Sk) = (%HZSZ — K>+’ (56)
=0

T

wobei K der Ausiibungspreis ist und At = 7. Der Preis der Option zum Zeit-
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punkt ¢ = 0 ist dann gegeben durch

Co = E[e ™™ Cr(So, S, ..., S1)] (5.7)
mit u = r, wobei Sy, der Aktienpreis zum Zeitpunkt 0, bekannt ist.

(5.7) kann nun mittels MC- (bzw. QMC)-Methoden geschatzt werden, indem man
N Simulationsliufe fiir den Aktienpreisverlauf w; = (S7,...,5%), (j =1,...,N)
durchfithrt und jeweils (5.6) auswertet. Schliefilich erhalt man den Schéitzwert

1 N
N Z 7dTCYT ’UJ]

Beispiel: Abbildung 15 zeigt den simulierten Preis Cj fiir die asiatische Option
mit K = 35,7 =0.1,Sy = 40,0 = 0.4,T = 0.2,k = 30 in Abhéngigkeit von der
Anzahl N der Simulationsldufe unter Verwendung einer Pseudo-Zufallsfolge und
einer Haltonfolge (b; = 2,by = 3). Der exakte Wert Cy = 5.42 (horizontale Linie)
wurde mit einer MC-Methode mit N = 107 Simulationsliufen geschiitzt. Wie aus
der Abbildung ersichtlich, liefert die Halton-Folge fiir grofle N gute Ergebnisse.
Das Verhalten fiir kleinere N kann beispielweise durch Permutation der Halton-
Folgenelemente verbessert werden.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
N

ABBILDUNG 15
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5.1.5 Ein Beispiel mit Zinsraten-Derivaten

Das folgende Beispiel soll illustrieren, wie Quasi-Monte Carlo Algorithmen in der
Finanzmathematik effizient eingesetzt werden konnen:

Wir betrachten eine sog. Mortgage-backed Security (MBS), die entsteht, wenn
sich eine finanzielle Institution entscheidet, einen Teil ihres Hypothekenportfo-
lios an Investoren zu verkaufen. Die Hypotheken kommen in einen Pool und
die Investoren kaufen Anteile (die MBS) aus diesem Pool. Wenn also ein In-
vestor mit x% am Pool beteiligt ist, so erhélt er x% des zuriickgezahlten Grund-
kapitals sowie x% der Zinszahlungen von den Hypotheken an den Pool. Die
Investoren sind dabei gegen einen Ausfall geschiitzt, da die Hypotheken durch
staatliche Organisationen garantiert sind. Die Hypotheken im MBS-Pool haben
Vorauszahlungsprivilegien, die fiir einen Haushalt sehr wertvoll sind (z.B. Hy-
pothek auf 25 Jahre, kann aber jederzeit zum Nominalwert vorzeitig zuriick-
bezahlt werden (bzw. Teile davon); dies wird z.B. geschehen, wenn die Zinsraten
sinken oder wenn das entsprechende Haus verkauft wird). Fiir den Haushalt ist
ein MBS also eine Option vom amerikanischen Typ mit 7" = 25 Jahren. Die
Vorauszahlungsfunktion, die den Erwartungswert der Vorauszahlung zum Zeit-
punkt ¢ (in Abhéngigkeit z.B. der Zinsrate) angibt, ist also fiir die Bewertung der
MBS wichtig.

Bei einer collateralized mortgage obligation (CMO) werden die Investoren in ver-
schiedene Klassen (engl. tranches) geteilt und es gibt vorab definierte Regeln, wie
etwaige Nominalwert-Riickzahlungen aufgeteilt werden (z.B. alle Nominalwert-
Riickzahlungen betreffen Investoren in Klasse A, bis diese komplett ausbezahlt
sind, dann erst B usw. - Klasse A hat hier das grofite Vorauszahlrisiko).

Um den Wert einer CMO zu ermitteln, wollen wir den Erwartungswert der
Summe der Barwerte der zukiinftigen Zahlungen fiir jede der Klassen schétzen.
Dazu verwenden wir ein Modell von PASKOV UND TRAUB:

Ein Hypothekenpool habe Filligkeitsdauer 7' = 30 Jahre und monatliche Zahlun-
gen C' (also 360 Zahlungen insgesamt) und die CMO sei in 10 Klassen unterteilt.
Sei i; die monatliche Zinsrate im Monat j (5 = 1,...,360) und w; der Vo-
rauszahlungsprozentsatz im Monat j sowie aseo—;+1 der Barwert der verbleiben-
den monatlichen Zahlungen nach Monat j (bzgl. dem Anfangszinssatz i), d.h.

- _
aj=1+v+...+7] mit v0:1+i0.

Hier sind C' und a; Konstanten und ¢; und w; stochastische Variablen. Nun
werden die Zinsraten in der Form

le = Koegjij,1 = Kgi0€£1+"'+£j
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modelliert, wobei {£;}3% unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen sind mit
E[¢] = 0 und Var(¢;) = 0% (Kj ... Konstante). Sei weiters w; (in Abhéngigkeit

von %;) modelliert durch

wj = wj(fl, e 7§j) = K1 + K2 arctan (Kg’ij + K4)
= K+ Kyarctan (K3KJige® 4% + Ky),

wobei K1, ..., K, wieder Konstanten sind.
Dann ist die Zahlung in den Hypothekenpool im Monat j (7 = 1,...,360) gegeben
durch

My = My, ) = Ol —wn(€)) (1 —wyr(Errn o E50))
‘[1 +w;(&, - - &) (ase0—j41 — 1)]

Diese Zahlung wird entsprechend den Regeln des CMO’s auf die verschiedenen
Klassen aufgeteilt. Sei Gj.r(&1,...,&;) der Anteil der Zahlung M; fiir Monat j,
der in die Klasse T" geleitet wird. Diese Funktion hat eine sehr komplexe Gestalt
(es ist aber auf jeden Fall eine stetige Funktion). Fiir den Barwert der Zahlung
des Monats j an Klasse T benotigen wir den Diskontierungsfaktor

wi(€1y -5 8-1) = vovr (&) - via(€y -, 6o1)

mit
1

o€y, 6) = e T (k=1,...,359).

Der Barwert PV der Klasse T ergibt sich aus der Summe der Barwerte der
einzelnen Monatszahlungen zu

360

PVT(Sl, o e ,6360) - ZijT(é-l’ “e e ,gj)uj(gl, “e e 7§j—1)'
j=1

Der Erwartungswert dieses Barwerts ergibt sich dann nach einer Variablentrans-
formation zu

E[PVy] = / » PVr(yi(z1), - - ., yseo(Z360))dx1 - - - dseo,
[0,1]

wobel y; = y;(x;) implizit gegeben ist durch

Ti = ! /yi e /20 gt
! V2o J_x .

Das Problem hat sich also reduziert auf die Berechnung von 10 (= die Anzahl
der Klassen) multivariate Integrationen auf dem 360-dimensionalen Einheitsin-
tervall, das nun numerisch berechnet wird. Nach dem Generieren eines Punktes
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Z1,...,T360 Muss dann yq, ..., yse fur jedes j als das entsprechende Quantil der
Normalverteilung berechnet werden (5 = 1,...,360).

Wie in der Arbeit von PASKOV [19] ausfiihrlich dokumentiert, konvergiert das nu-
merische Losungsverfahren fiir dieses Integral mit Quasi-Monte Carlo Verfahren
(v.a. unter Verwendung der Sobol-Folgen) 3-5 mal schneller als das entsprechende
Monte Carlo Verfahren. Da Zeit auf den Finanzmérkten sprichwortlich Geld ist,
sind aus diesem Grund in verschiedensten finanzmathematischen Anwendungen
Quasi-Monte Carlo Verfahren von groflem Interesse.

5.2 Literatur

e J. HuLL: “Options, Futures and other Derivatives” [14]

e S. ASMUSSEN: “Ruin Probabilities” [1]
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Kapitel 6

Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine (A, B)-mefibare Funktion X :
2 — R heiit (reelle) Zufallsvariable. Durch

Px(B):= P(X '(B))  (B€B)

wird ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf (R, B) festgelegt. Dieses Px wird die Verteilung
von X genannt. Sei p ein Mafl auf (R, B) und ist f : R — [0, 00] eine positive
mefBbare Funktion, dann wird durch

P(B) = / f(@)du(z) (B €B)

ein Maf8 auf (R, B) festgelegt. Falls [, f(z)du(z) = 1 und f > 0, dann heifit f
Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich p.

Eine Verteilung heifit stetig, wenn sie eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles
A besitzt. Eine Verteilung heift diskret, wenn sie eine Dichte beziiglich eines
ZahlmafBes besitzt.

Ist X eine reelle Zufallsvariable, dann heifit die durch

Fx(z) := Px((—o0,z]) = P(X <x) (xeR)

definierte Funktion Fy : R — [0, 1] Verteilungsfunktion von X. Eine solche
Verteilungsfunktion ist rechtsseitig stetig, monoton wachsendund lim,_, ., Fx(x) =
0 sowie lim,_,o, Fx(z) = 1. P ist durch F' eindeutig bestimmt.

Um eine Unterscheidung von diskreten und stetigen Variablen zu vermeiden,
wird das Riemann-Stieltjes Integral eingefiithrt. Danach wird der Erwartungswert
E[g(X)] ausgedriickt als E[g(X)] = [*°_g(z)dFx(z). Fiir eine Zufallsvariable X
sind mehrere charakteristische Gréfien von Interesse:

99
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Tabelle 6.1 Charakteristische Grifien einer Zufallsvariablen X

Name Definition

Verteilungsfunktion Fx(z) =P(X <x)

Dichtefunktion fx(z) = ngx(JC), falls X stetige ZV
Erwartungswert my = E[X]

k-tes Moment mp = E[X¥], k=1,2,...

k-tes zentriertes Moment | [|E

<X—1E[X])k], k=1,2,...

Varianz Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] - E[X]?
. _ 3
Schiefe %, falls Var[X] > 0
Der Nenner im Schiefeausdruck ist dabei so gewahlt, dass die Schiefe gerade das

dritte M t der standardisierten Zufallsvariable ==EXL anoibt.
ritce omen er standardisierten uralisvariaple \/\T(X) angl

Definition 1 (Momenterzeugende Funktion) Fiir eine Zufallsvariable X ist
die momenterzeugende Funktion (MGF) von X gegeben durch

Mx(t) = ]E[etX] = / etxde(ZL‘), t <tp.
Die Zahl ty ist eine von X abhdngende Konstante, die den Definitionsbereich der
MGF einschrinkt. Im Falle nichtnegativer Zufallsvariablen X existiert Mx(t)
firt < 0. (Mit s = —t, (s > 0) ist Lx(s) = Mx(t) die Laplacetransformierte
von X ).

Satz 1: Eigenschaften der MEF

1. FEine Verteilung Q) ist durch ihre momenterzeugende Funktion eindeutig
bestimmt.

2. Die momenterzeugende Funktion der Faltung wvon Verteilungen
Q1,Qs, ..., Qy ist gleich dem Produkt der einzelnen momenterzeugen-
den Funktionen.

3.
d"Mx(t)
EX" = ———— = e
x)= Ty
t=0
Weiters gilt beispielsweise
d*log M (t) d®log Mx(t) 5
a2 . = Var[X], —aB . = E[(X - E[X])7],




d*log Mx (1)
dtt

t=0

= B[(X — E[X])*] — 3(Var[X])?
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Satz 2: Tschebyscheff’sche Ungleichung
Fiir beliebiges k > 0 gilt

1
P(|X —E[X]| > k) < 3 Var(X). (6.1)
|
Tabelle 6.2 Verschiedene diskrete Verteilungen
Name Wahrscheinlichkeit IP(X = n) Parameter | I | Var | MGF M(t) to
N=12,...
Binomial (]Z)p”qN’” n=0...N 0<p<1 Np | Npq | (pet+ )N 00
g=1-p
Bernoulli | Spezialfall N =1
>0
Neg.Bin. (T+Zfl)p"q" n=0,1... 0<p<1 %‘1 % (#) —logq
q=1—p
Geometr. | Spezialfall r =1
Poisson e’/\’\n—T n=0,1... | A>0 A A | ere D 00
Tabelle 6.3 Verschiedene stetige Verteilungen
Name Dichtefunktion Parameter E Var MGF M(t) | to
Gleichvert. | 7 a<z<b|a<b ath (b—a)” N 0
(x—p)? —oo<pu< oo 2,2
Normal e” 30 /2m0 —00 <z < 00 g o o2 30t Fut 00
>0
o Unz—pw? —co<p<oo .
Log-Normal 2o x>0 g ento/2 | e2utoieo®_ 1)
TOoXx a>0
ﬂawa—le—ﬁz £B>0 o o 3 «
a>0
Exponential Ae™ A >0 A>0 % % ﬁ A
L 0<c<oo c3y %
Pareto o c<x <0 fe— 1% (a=2)
0<a<oo falls a>1 falls a>2
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Satz 3: Jensen’sche Ungleichung
Sei X eine integrierbare Zufallsvariable, die nur Werte in einem offenen
Intervall I C R annimmt und sei q : I — R eine konvexe Funktion. Dann
qilt

A(E[X]) < Elg(X)]. (6.2)

Tabelle 6.4 Funktionen mehrerer Zufallsvariablen

Name Symbol | Definition
. P(ANB
Bedingte W! P(A|B) I(P(B) )
Kovarianz cov[X,Y] | EX]E[Y] — E[XY]

Bedingte Erwartung | E[X|B] | E[X|B] =deterministische Funktion von B
E[xalB] = P(4]|B)

X, B unabh. = E[X]| = E[X|B]

E[E[X]A]] = B[X]

Faltung fx+y | fxav(@) = fxx fy = [T fx(@—t) fy(t)dt

Definition 2 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Filtration ist
eine aufsteigende Folge (F,)n>0 von Unter-o-Algebren von A, d.h.

.F(] Q .Fl Q e Q .Foo = U(Unzofn).

FEine Folge von Zufallsvariablen (X,,)n>1 heifit an die Filtration (F,)n>0 adap-
tiert, wenn X,, F,-messbar ist fir alle n > 0.

Fine Folge reeller integrierbarer Zufallsvariablen (X, )n>1, die an (Fp)n>0 adap-
tiert ist, heifst esn Martingal, falls fir alle n > 0

E[Xn+1|fn) =X, fs.

Satz 4: Konvergenz eines Martingals

Sei (X,)n>1 ein Martingal beziiglich (F,)n>0, und es gelte E[|X,|] < M fir
alle n und fir eine von n unabhdngige Konstante M. Dann existiert eine
Zufallsvariable X, sodass lim,, ., X,, = X mit Wahrscheinlichkeit 1. [ |
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Satz 5: Das schwache Gesetz der grofien Zahlen
Sei (X,,)n>1 €ine Folge paarweise unabhingiger Zufallsvariablen mit E[X;] =
wi und Var(X;) = 0? < co. Unter der Voraussetzung

1 n
—25 o — 0 (n — o0)
n

i=1

qgilt

1 n
- Z(Xi — i) == 0.
n =1

Satz 6: 1. starkes Gesetz der grofien Zahlen
Sei (X,)n>1 €ine Folge paarweise unabhdngiger quadratisch integrierbarer Zu-
fallsvariablen mit E[X,] = p, und Var(X,) = o2. Unter der Voraussetzung

1 2
D E0n <0
n
n=1
qilt
1 = f.s.
n

Satz 7: 2. starkes Gesetz der groflen Zahlen
Fiir jede unabhdngige Folge (X,,)n>1 identisch verteilter, integrierbarer reeller
Zufallsvariablen gilt

1 . f-s.
E;Xi — M

mit p = E[X,].
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Satz 8: Der zentrale Grenzwertsatz

Sei (X,,)n>1 eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter reeller Zufallsvari-
W ablen mit E[X,] = p, Var(X,) = 0 und 0 < 0® < oo. Sei X, := + 3" | X
das arithmetische Mittel der X;, dann gilt

X —
Z, = n T H

= oIV — N(0,1).

Der zentrale Grenzwertsatz kann auf den Fall unabhéngiger, nicht notwenig iden-

tisch verteilter Zufallsvariablen verallgemeinert werden (Zentraler Grenzwertsatz
von Lindeberg).
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