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Motivation

Motivation

Mortgage-backed Security (MBS)

Finanzinstitutionen verkaufen Teil ihres Hypothenkenportfolios an
Investoren. Die Hypotheken kommen in Pool: Wenn Investor mit
x% an Pool beteiligt ist, erhilt er x% des zuriickgezahlten
Grundkapitals sowie x% der Zinszahlung von den Hypotheken an
den Pool.

Die Investoren sind dabei gegen Ausfall geschiitzt, da Hypotheken
durch staatliche Organisationen garantiert sind.
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Motivation

Motivation

Risiko

Die Hypotheken im MBS - Pool haben Vorauszahlungsprivilegien,
die fiir einen Haushalt wertvoll sind: Hypothek (bzw. Teile davon)
kann z.B. vorzeitig zum Nominalwert zuriickgezahlt werden.
(Hausverkauf, Anderung der Zinsrate).

Fiir den Haushalt ist also eine MBS eine amerikanische Option mit
T = 30 (ublicherweise). Die Vorauszahlungsfunktion, die den
Erwartungswert der Vorauszahlng zum Zeitpunkt T angibt (in
Abhangigkeit von der Zinsrate), legt also den Wert der MBS fest.
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Motivation

Motivation

Collaterized mortgage obligation (CMO)

Investoren werden in verschiedene Klassen (engl. : Wranches)
unterteilt und es gibt Regeln, wie etwaige
Nominalwertriickzahlungen aufgeteilt werden. (Z.B. zuerst alle
Riickzahlunegn in Klasse A, dann alle in Klasse B, etc. )

Wert einer CMO: Erwartungswert der Summe der Barwerte der
zukiinftigen Zahlungen fiir jede Klasse.
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Motivation

Modell von Paskov und Traub

@ Pool mit Falligkeitsdauer T = 30 Jahre

e Monatliche Zahlungen der Héhe C (damit 360 Zahlunen
insgesamt)

@ 10 Klassen in CMO

@ i; monatliche Zinsrate im Monat j = 1,...,360

e w; Vorauszahlungsprozentsatz im Monat j = 1,...,360

@ azgo—j+1 Barwert der verbleibenden Zahlungen nach Monat

Jj=1,...,360 (bzgl. Anfangszinssatz iy)
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Motivation

Modell von Paskov und Traub

i—1
ai=Cl+w+...+v ), =17

Zinsmodell: '
i = Koe&ji — Kéioe£1+"'+§f

mit (5j)j=1,...,360 sind unabhingige normalverteilte ZV mit
E[¢] = 0 und Var[¢j] = 02 und Ky ist konstant. Sei weiters w; (in
Abéngigkeit von i) modelliert durch

wi = w(&1,...,&) = K1+ Kyarctan (Kzij + Ka)
= Kj + Ksarctan (K3Kéioe£1+"‘+£f + Ka),

wobei Kji, ..., K4 wieder Konstanten sind.
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Motivation

Modell von Paskov und Traub

Dann ist die Zahlung in den Hypothekenpool im Monat j
(j=1,...,360) gegeben durch

M = M;(&1,...,&) = C(L—wa(&1)) - (1 — wj—1(81,- -+, &5-1)) -
'[1 + wi(&e, - &) (as60—j+1 — 1)]-
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Motivation

Modell von Paskov und Traub

Sei Gj.7(&1,--.,&) der Anteil der Zahlung M; fiir Monat j, der in
die Klasse T geleitet wird und sei

ui(&r,. ., &-1) = vova(&1) - - vi—1 (e, -, &o1)
mit
1

Vk({lv"' 75/() = 1+ Ké(ioe§1+~~~+£k’ (k = 1,7359)
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Motivation

Modell von Paskov und Traub

Der Barwert PV 1 der Klasse T ergibt sich aus der Summe der
einzelnen Monatszahlungen zu

360

PVT(&, .. &0) = Y Gir(ér,- . &), .- §oa):
=

Der Erwartungswert dieses Barwerts ergibt sich dann nach einer
Variablentransformation zu

E[PVT] :/[ - PV (yi(x1),--.,y360(x360))dx1 - - - dx360,
0.1

wobei y; = y;(x;) implizit gegeben ist durch
1 /YI 2
X;i = e 7dt.
i~ Vare )
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Monte Carlo Methoden

Monte Carlo Methoden

Wir wollen

I(f) = //s f(x) dx,

berechnen, wobei f eine Funktion auf dem s-dimensionalen
Einheitsintervall /° = [0, 1]° ist.

Wahle N zufillige unabhingige gleichverteilte Integrationspunkte
X1,...,Xy in I° und berechne arithmetrische Mittel
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Monte Carlo Methoden

Monte Carlo Methoden

Nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen gilt In(f) — I(f) fir
N — oo mit Wahrscheinlichkeit 1. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz kann der Fehler der Approximation

L
/N—/:Ngf(xn)—E[f]

naherungsweise durch eine normalverteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswert 0 und Varianz 02/ N beschrieben werden, wobei
o? = [,(f(x) — 1)? dx.

Damit bekommen wir probabilistische Fehlerschranke O(N—1/2).
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Monte Carlo Methoden

Bemerkungen

e Fehler hangt nicht von Dimension ab (im Gegensatz zu
klassische numerische Methoden)

@ Weiter Verbesserungen moglich (Varianzreduktionsmethoden)
z.B. Bedingtes MC, Importance Sampling, etc.
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Monte Carlo Methoden

Bedingtes MC

Seien Z der Monte Carlo Schatzer und Y eine andere
Zufallsvariable mit

Z'=E[Z|Y], E[Z]|=E[Z] =z

Wegen
Var(Z) = Var(E[Z]Y]) + E[Var(Z]Y)]

folgt
Var[Z'] < Var[Z].
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Quasi-Monte Carlo Methoden

Quasi-Monte Carlo

Oft als determinstische Version von MC-Methoden bezeichnet.
Deterministische Punktfolgen statt Zufallszahlen auf [0,1]°. MaB
fiir die Giite einer solchen Punktfolge ist die Stern-Diskrepanz

Dy(x1,...,xy) = sup

N
— Ligay(Xn) — 1 ... - sl
ae[Oyl]S N;— [7)

Hierbei ist [0, ) = [0, 1) X ... x [0, ) und 1, ist die
charakteristische Funktion der Menge A. Eine Folge w = {x,}5%,
heiBt gleichverteilt, wenn

lim Dj(w) = 0.

N—oo0
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Quasi-Monte Carlo Methoden

Quasi-Monte Carlo

Koksma-Hlawka Ungleichung

Als obere Schranke fiir den Fehler gilt

(/—%ﬁf(xn)

wobei V/(f) die Variation der Funktion angibt, die als endlich
vorausgesetzt wird. Je kleiner die Diskrepanz der Folge ist, desto
kleiner ist also der Approximationsfehler.

< V(f)Dy(w),
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Folgen kleiner Diskrepanz

Folgen kleiner Diskrepanz

Die Sterndiskrepanz der besten gleichverteilten Folgen hat
asymptotische Ordnung O((log N)?/N). Solche Folgen werden als
Folgen kleiner Diskrepanz bezeichnet. Wegen
Koksma-Hlawka-Ungleichung gilt also bei Verwendung solcher
Folgen fiir den Approximationsfehler O((log N)*/N). Im Gegensatz
zur MC-Methode ist diese Fehlerschranke zwar von s abhingig,
aber sie ist deterministisch!

Markus Hofer
Simulationstechniken in Finanz- und Versicherungsmathematik



Folgen kleiner Diskrepanz

Folgen kleiner Diskrepanz

Van der Corput-Folge

Man wahlt eine ganze Zahl b > 2. Das n—te Folgenglied x, der
Van der Corput-Folge zur Basis b ergibt sich dann aus der
eindeutigen Ziffernentwicklung n = >"2° a;(n)b/ (wobei

j
aj(n) € {0,...,b—1}), indem wir diese Ziffern am Dezimalpunkt

spiegeln, d.h. wir erhalten
¢p(n) =D ai(n)b .
j=0

Nun wahlen wir x, = ¢p(n) fiir alle n > 0.
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Folgen kleiner Diskrepanz

Folgen kleiner Diskrepanz

Halton-Folge

Erweiterung auf s > 1 Dimensionen mit s ganzen Zahlen
bi,...,bs > 2, relativ prim. Dann erhdlt man die Halton-Folge
xn = (Pp, (N), ..., Pp(n)) € I° fiir alle n > 0.
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Folgen kleiner Diskrepanz

Netzartige Folgen

Die sog. netzartigen Folgen haben noch kleinere Diskrepanz.
Dabei ist ein (t, m,s)-Netz zur Basis b definiert als Punktmenge P
von N = b™ Punkten in [0, 1]°, sodass in jedem Elementarintervall
vom Typ

S
E=]Jlaib~% (ai + Db~%),  a,d; €L,
i=1

mit d; >0, 0 < a; < b%, 1 <i<s,, fiir das vol(E) = bt~ gilt,
genau bt Punkte von P liegen. Dementsprechend heiBt eine Folge
X0, X1, ... von Punkten in /° eine (t,s)-Folge in Basis b, wenn fiir
alle k > 0 und m > t die Punktmenge

Pi.m = {xn: kb™ < n < (k+1)b™} ein (t, m,s)-Netz ist.
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Folgen kleiner Diskrepanz

Bemerkungen

@ Die Van der Corput-Folge in Basis b ist eine (0, 1)-Folge in
Basis b

@ (t,s)-Folgen in Basis 2 nennt man Sobol-Folgen
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