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Kapitel 1

Einfiihrung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Studium der sogenannten internal Diffusion-
Limited Aggregation, einem diskreten stochastischen Prozess welcher 1991 von Dia-
conis und Fulton im Zuge einer Untersuchung bestimmter algebraischer Strukturen
eingefiithrt wurde [5]. Internal Diffusion-limited Aggregation ist ein Wachstumsprozess
auf einem unendlichen Graphen, das heifit der Prozess bildet eine aufsteigende Folge

von zufilligen Teilmengen des zugrundeliegenden Graphen.

1.1 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2] wird das stochastische Wachstumsmodell internal Diffusion-Limited Ag-
gregation (iDLA) eingefithrt. Weiters enthélt das Kapitel einen Vergleich von iDLA
mit dem verwandten, dlteren Modell (external) Diffusion-limited aggregation (DLA)

von Witten und Sander.

In Kapitel [3] wird die erste Arbeit zu iDLA von Lawler, Bramson und Griffeath [9] aus
dem Jahre 1991 présentiert. Sie enthélt das erste Gestaltstheorem fiir iDLA beziiglich
der einfachen Irrfahrt auf dem d-dimensionalen Gitter. Die hier eingefithrten Methoden
wurden mittlerweile fiir iDLA auf anderen Graphen verallgemeinert. Wir zitieren auch
kurz noch Ergebnisse zur Grofle der Abweichungen der Form der iDLA-Cluster von

der theoretischen Gestalt. Diese Arbeiten sind von Lawler [10] sowie Blachere [3].



1.1. AUFBAU DER ARBEIT

In Kapitel 4] untersuchen wir iDLA aus der Sicht der theoretischen Informatik. Moore
und Machta [16] definieren mittels iDLA ein computing Modell. Dieses ist allerdings
schwécher als klassische Turingberechenbarkeit, da iDLA Information zwar verarbei-

ten, aber nicht beliebig kopieren kann.

Kapitel [5] stellt eine spezielle Klasse rekursiv definierter Baume vor. Diese sogenann-
ten Bdaume mit endlich vielen Kegelklassen werden durch einen endlichen Automaten
definiert. Weiters stellen wir ein Simulationsprogramm vor, welches in der Lage ist
iDLA-Cluster auf diesen Graphen zu simulieren. Die zugrundeliegenden Irrfahrten sind

dabei jeweils an die Baumstruktur angepasst.

In Kapitel [6] besprechen wir einige Simulationsergebnisse, die mit dem oben genannten
Programm erzielt wurden. Behandelt werden dabei hauptséchlich der zweidimensionale
Kamm, das ist der Teilgraph des zweidimensionalen Gitters aus dem alle horizontalen
Kanten mit Ausnahme der y-Achse entfernt wurden, sowie hoherdimensionale Verall-
gemeinerungen dieses Graphen. Neben den rein numerischen Ergebnissen werden auch

einige Vermutungen fiir die Gestalt der iDLA-Cluster in diesen Féallen aufgestellt.

Kapitel [7] schliellich stellt jiingere theoretische Ergebnisse vor. Einen, zum Resultat
von Lawler, Bramson und Griffeath dquivalenten, Satz von Blachére und Brofferio [4]
aus dem Jahr 2005, der die Gestalt der Aggregations-Cluster erklart, wenn iDLA auf
Cayleygraphen von Bédumen mit exponentiellen Wachstum durchgefiihrt wird. Aufler-
dem stellen wir noch ein zu iDLA &hnliches, deterministisches Modell vor. Anstatt
von Irrfahrten wird dabei das von Jim Propp eingefiihrte Rotor-Routing verwendet.
Levine und Peres zeigen in [12] die kugelférmige Gestalt von Rotor-Routing-Clustern
im d-dimensionalen Zahlengitter, allerdings ist dieses Resultat etwas schwécher als im
Fall von iDLA.

Mein Dank gilt vor allem meiner Familie fiir ihre Unterstiitzung. Weiters danken méoch-
te ich Herrn Dr. Elmar Teufl, der mir bei Computer Problemen immer mit Rat und Tat
behilflich war, sowie Frau Birgit Vogtenhuber fiir das aufmerksame Korrekturlesen des
Manuskripts. Fiir alle verbliebenen Fehler trage natiirlich ich die volle Verantwortung.
Und nicht zuletzt danke ich auch meinem Betreuer Herrn Univ.-Prof. Dr. Wolfgang
Woess.



Kapitel 2

Das Modell

Zur Definition des stochastischen Wachstumsmodells internal Diffusion-Limited Ag-
gregation benotigen wir Irrfahrten (bzw. Markov-Ketten). Fiir Details siehe [20] und
[23]. Wir folgen weitgehend der Notation aus [23].

Definition 1. Eine Irrfahrt ist gegeben durch ihren Zustandsraum S, sowie einer

Ubergangsmatrix P = (p(a:, y)) s’ P ist stochastisch, dass heifit fiir alle x € S gilt:

> pla,y) =1

yeSs

Zusétzlich wird noch ein Startpunkt zy bendtigt.

Die Elemente p(z,y) geben die Einschrittiibergangswahrscheinlichkeit von = nach y an.
Die Zufallsvariable X (t) bezeichet die zuféllige Position der Irrfahrt zum Zeitpunkt .

Die Verteilung der Trajektorie X (t) ergibt sich aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten
wie folgt:

P, [X(O) =x9, X(1) =21,..., X(n) = %J = 0x(xo)p(xo, 1) - p(Tp_1,Tn)

P, bezeichnet dabei die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses beziiglich einer Irrfahrt

mit Startpunkt z. Fiir den Erwartungswert verwenden wir analog E,.



Die n-schritt Ubergangswahrscheinlichkeiten

P (2,y) = Pu[X (n) = y]

sind gegeben durch die n-te Potenz der Ubergangsmatrix P. P" = (p(”) (x, y))x yes’

Im Folgenden ist der Zustandsraum der betrachteten Irrfahrten jeweils ein lokalendli-
cher Graph G = (V, E/). Wir nennen einen Graph lokalendlich, wenn der Knotengrad
deg(z) < oo, fiir alle x € V. Weiters bezeichnen wir mit ~ die Nachbarschaftsrelati-
on auf G. Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, setzen wir, um die Notation zu

vereinfachen, den Graphen mit seiner Knotenmenge gleich.

Definition 2. Sei G ein lokalendlicher Graph, dann heifit die durch die Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten

1
degx

wenn r ~ y
plz,y) =
0 sonst

definierte Irrfahrt, einfache Irrfahrt auf G.

Internal Diffusion-limited Aggregation ist ein stochastischer Clusterwachstumsprozef.
Von einem Aggregationskeim, typischerweise ein einzelner Knoten, ausgehend erhalten
wir eine aufsteigende Folge von zufélligen Mengen {A(n)}n>0. Fiir jeden Wachstums-
schritt wird eine Irrfahrt gestartet. Sobald sie den aktuellen Cluster A(n) verldsst,
wird die Irrfahrt gestoppt, und der Aggregationscluster um den Knoten, an dem der
Cluster A(n) verlassen wurde, erweitert. Diese Beschreibung konkretisieren wir in der

folgenden Definition.

Definition 3 (internal Diffusion-Limited Aggregation - iDLA). Seien G ein lokalend-
licher Graph mit Wurzel O, und {X i(t)}i>0 eine Folge von unabhéngigen, identisch
verteilten Irrfahrten auf G. Weiters gelte X'(0) = O fiir alle i. Die Folge {A(n)}

wird zusammen mit der Stoppzeit o¢ wie folgt definiert:

neN

A(1)=0
und fir¢ > 1

o' =min{t>0: X'(t) ¢ A(i — 1)}
A(i) = A(i — 1) U X'(a").



o' ist der Zeitpunkt, an dem die i-te Irrfahrt die Menge A(: — 1) verlisst.

Der stochastische Prozess {A(n)}neN heifit internal Diffusion-Limited Aggregation,
kurz iDLA. Die Menge A(n) heifit n-ter Aggregationscluster.

Bemerkung 1. iDLA wurde zum ersten mal in [5] von Diaconis und Fulton beschrieben.

Bemerkung 2. Zunichst betrachten wir iDLA auf dem d-dimensionalen Gitter Z¢ mit
d > 2, beziiglich der einfachen Irrfahrt.

iDLA ist eine Abwandlung des bekannten Wachstumsmodells Diffusion-Limited Aggre-
gation (DLA). Dieses Modell wurde 1981 von Witten und Sander [22] eingefithrt, um
Aggregate kondensierender Metallpartikel zu studieren. DLA wurde seitdem zur Mo-
dellierung diverser physikalischer und biologischer Wachstumsprozesse verwendet [16].
Die Anwendungsgebiete reichen vom Schneeflockenwachstum iiber die Bildung von
Wasserscheiden bis hin zur Untersuchung von Kapillarnetzwerken in Organen und

dem Wachstum von Neuronen.

Bei DLA starten die Irrfahrten aulerhalb des Aggregationsclusters und stoppen sobald
sie einen Gitterknoten erreichen, der an den Wachstumscluster angrenzt. Dieser Knoten

wird zum Cluster hinzugefiigt und der Prozess startet von Neuem.

Abbildung 2.1: DLA Simulation mit 10000 Teilchen in Z2



Definition 4. Sei A C Z¢, dann heifit
OA={rcZNA: J2€ A |z—z|=1}
duBerer Rand von A. Weiters definieren wir den Radius der Menge A durch

rad(A) = max{||z|| : x € A}.

Definition 5. Sei { A(n)},eny mit A(n) C Z% ein stochastischer Prozess von Teilmengen

des d-dimensionalen Gitters mit den folgenden Eigenschaften:

e A(1) ={0}
e Und fiir n > 1 und = € 0A(n) gelte

P[A(n + 1) = A(n) U {}| A(n)] = Hoagn(a).

Dann heifit {A(n)}nen Diffusion-Limited Aggregation auf Z2.

Hyamy(z) ist dabei die Wahrscheinlichkeit, dass eine Irrfahrt ,aus dem Unendlichen®
kommend den Rand der Menge A(n) im Punkt x trifft.

»Aus dem Unendlichen“ bedeutet hier konkret, fiir jeden Zeitpunkt d definieren wir zwei
Kreise mit Mittelpunkt 0 und den Radien rf, > r2. Weiters soll gelten ¢ > rad (A(n)),
also der innere der beiden Kreise soll den Aggregationscluster zu jedem Zeitpunkt voll

umschlieflen.

Die n-te Irrfahrt startet jeweils in einem zufélligen Punkt aus dem ,Geburts-Kreis®
mit Radius r%. Verlisst die I Irrfahrt den , Todes-Kreis* mit Radius 7%, beginnt die
Irrfahrt erneut in einem zufdlligen Punkt im ,,Geburts-Kreis“. Dieser Vorgang wird
solange wiederholt bis sich das Teilchen an den Aggregationscluster anlagert. Durch
diese Prozedur lésst sich ein endlicher Erwartungswert fiir Anzahl der Schritte, die fiir

die Anlagerung eines Partikels benotigt werden, garantieren.

10



Es gibt bisher nur wenige rigorose Resultate iiber die Eigenschaften von DLA-Clustern.
Durch Computersimulationen erzeugte Cluster zeigen eine relativ ,ausgediinnte®, den-
tritische Struktur. Die Cluster haben eine nicht ganzzahlige fraktale Dimension é, mit

« definiert als
, InE[rad(A,)]
a = lim sup ————.
00 Inn

Computersimulationen ergaben zum Beispiel fiir DLA in 2 Dimensionen eine fraktale
Dimension von 1.715 + .004. Eine Beschreibung von effizienten Methoden zur Simula-
tion von Diffusion-Limited Aggregation sowie eine Reihe von Simulationsergebnissen
fiir DLA in 2 bis 8 Dimensionen finden sich bei Tolman und Meakin [21].

Bisher ist keine untere Schranke fiir die Dimension bekannt. In Abschnitt 2.6 von [7]
liefert Lawler neben einer kurzen Einfiihrung in die Thematik auch eine obere Schranke,

die allerdings von den numerischen Ergebnissen noch recht weit entfernt ist.

11






Kapitel 3

Internal Diffusion-Limited

Aggregation auf 74

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit dem Studium des Grenzverhaltens der

internal Diffusion- Limited Aggregation auf dem diskreten d-dimensionalen Gitter.

Wir suchen also eine geometrisch moglichst einfach zu beschreibende Familie von Teil-
mengen F(n) C Z¢ (n € N), so dass sich die Folge der Aggregationscluster A(i) fiir
i — oo den Mengen F (i) mit Wahrscheinlichkeit 1 beliebig annéhert.

Bereits eine einfache numerische Simulation fiir d = 2 (Abbildung zeigt, dass die
Aggregationscluster A(i) sehr schnell Kugelgestalt annehmen.

Diese Vermutung wird im folgenden Satz von Lawler, Bramson und Griffeath [9] kon-
kretisiert. Zunéchst benotigen wir allerdings noch eine Definition der diskreten, eukli-

dischen Kugeln.

Definition 6. Die Menge B, = {z € Z: ||z|| < r} heiBt d-dimensionale, diskrete,
euklidische Kugel mit Radius r.

Weiters bezeichne wy = [{z € R? : ||z|| < 1}| das Volumen der euklidischen Einheits-
kugel.

Bemerkung 3. Im Folgenden werden reellwertige Indices jeweils abgerundet. Das heifit
fiur ¢t € R wird B := Bjy) und A(t) := A([t]) definiert.

13



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Abbildung 3.1: iDLA Simulation von 10000 Partikel in Z?
Satz 1. Flir jedes € > 0 ezistiert eine Konstante ng, sodass gilt

P [Bui—c) C A(wan) C Bugye), ¥ > ng| = 1. (3.1)

Bemerkung 4. Der Beweis von Satz (1] erfolgt in zwei Schritten. Zuerst zeigen wir in

Abschnitt 3.2 die innere Schranke

P [Bagi-e) € A(wgn?), n > ng] =1 (3.2)
In Abschnitt wird schliefllich die &uflere Schranke

P [A(wdnd) C By(ite), 1 2 no] =1 (3.3)

auf (3.2) zurtick gefiihrt.

3.1 Vorraussetzungen

Der Beweis von Satz [I] stiitzt sich in wesentlichen Punkten auf asymptotische Abschét-
zungen von Greenschen Funktionen. Dieser Abschnitt stellt die ben6tigten technischen

Lemmata bereit, auf die der Beweis im weiteren zuriickgreift.

14



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Definition 7. Fiir d > 3 und y € Z% ist die Greensche Funktion G definiert als

G(y> Z) - Ey

Z 1{X(t)=z}] = ZPy[X(t) = 7] fiir z € Z4.
=0 =0

Fiir die Stoppzeit 7, = min{t : X(t) ¢ B,} definieren wir die gestoppte Greensche
Funktion G,, als

Tn—1

Gn(y, Z) = ]Ey Z H{X(t)z}] fir z € B,,.
t=0

Bemerkung 5.

e G(y,z) ist die erwartete Anzahl der Besuche im Punkt 2 einer im Punkt y star-
tenden Irrfahrt.

e Analog bezeichnet G,,(y, z) die erwartete Anzahl der Besuche im Punkt z, bevor

die Irrfahrt die Kugel B,, zum ersten mal verlésst.

e In weiterer Folge beniitzen wir die Notationen G(z) = G(0, z) sowie G,(z) =
G, (0, 2).

Bemerkung 6. Satz (1] gilt fiir beliebige Dimensionen d > 2. Im folgenden werden wir
den Beweis allerdings nur fiir d > 3 ausfithren. Der Beweis verwendet in wesentlichen
Punkten diverse Abschitzungen der Greenschen Funktion G(y, z). Nun ist nach dem
Satz von Polya (siehe dazu [23]) die einfache Irrfahrt auf Z? rekurrent, und somit
divergiert G(y, z). Es ldsst sich in diesem Fall die Greensche Funktion allerdings durch

den sogenannten Potential Kern

a(y,2) = im By | > (Lix@o=y — Lixm=2)
t=0
ersetzen. Fiir alle bendtigten Abschéatzungen der Greenschen Funktion kénnen analoge

Aussagen fiir den Potential Kern verwendet werden. Fiir Details zum Beweis von Satz
fiir d = 2 siehe [9].

Die Folgenden Resultate geben die fiir den Beweis von Satz [I] benotigten Abschéit-
zungen der Greenschen Funktion und der gestoppten Greenschen Funktion. Fiir die

Beweise siehe [7], 9.

15



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Lemma 1. Sei d > 3, dann gilt fir ag = (d_ﬁ und ||z|| — oo,
G(x) ~ aqll=[>~.
Weiters gilt fiir alle o < d

lim ||z||O‘(G(x) — ad||z||2_d) = 0. (3.4)

|2l =00

Bemerkung 7. Aus (3.4) folgt fir a =d — 1,

G(2) = aallz]>~ + o(|12]I"™).
Lemma 2. Sei z € B, und d > 3, dann existiert eine Konstante C < oo sodass gilt

(a) Gu(2) < G(2) +C-n*,
(b) Gu(2) < aq(llzl*~ =n*~) +C- |l2|I'™" fur 2]l > 1.

Proposition 1. Sei e > 0 und z € B,1—¢), dann gelten die folgenden Ungleichungen

Gen(0,0) < Gu(z, 2) < Ga,(0,0).

Proposition 2. Sei A C Z% endlich und 7 =inf{j > 1: X(j) ¢ A}, dann ezistieren
Konstanten C' < oo und p = p(A) < 1, so dass Vz € A gilt

P.[r > n] < Cp". (3.5)

Beweis. Sei R :=sup,¢||2||, dann gilt, Vz € A existiert ein Pfad der Lénge R + 1 der
in z beginnt und auBerhalb der Menge A endet. Dass heift, folgt die Irrfahrt diesem
speziellen Pfad, so verldsst sie die Menge A nach hochstens R + 1 Schritten. Also ist

R+1
P,jr<R+1>|— .
r<R+12 (Qd)
Letzteres ist die Wahrscheinlichkeit eines fixen Pfades der Liange R + 1.

16



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Wir beweisen (3.5]) zunéchst nur fiir spezielle Werte von n mit der Form n = k(R + 1)
und k£ € N. Dazu betrachten wir die Wahrscheinlichkeit:

P.[r>k(R+1)] =P.[r>k(R+1)N7>(k—1)(R+1)] =
Anwenden der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ergibt
=P.[r>(k-1)(R+1)] -P.[r>k(R+1)|7>(k—1)(R+1)].

Nun ist, wenn 7 > (k — 1)(R + 1) gilt, das Element 2’ = X ((k — 1)(R+ 1)) € A.
Da aufgrund der Markoveigenschaft die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses fiir eine

Irrfahrt nicht von ihrer Geschichte abhingt, gibt es ein 2z’ € A sodass
P.lr>k(R+1)|7>(k-1)(R+1)] =P.[r > (R+1)].

Daraus folgt nun

P.[r>kR+1)] =P.[r>(k—-1)(R+1)] -P.[r>R+1] =
=P.[r>k-1)(R+1)]-(1-P.[r<R+1])<
<P.fr>®k-DER+D]-(1-(H)").

Mit Hilfe von vollsténdiger Induktion iiber k£ erhéilt man daraus schliellich

P.r > k(R +1)] < (1- (%)R“)k.

1
Setzt man p = (1 — (%)RH) B dann erhilt man die Abschétzung

P.[r > k(R +1)] < pFHHD,

Es bleibt noch dieses Ergebnis auf alle natiirlichen Zahlen auszuweiten. Dazu schreiben

17



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

wirn=k(R+1)+7jmit 0<j<R.

P, [T>n} <P, [T>]€R+1)}
S p—R . pn — Cpn
liefert das gewiinschte Ergebnis. m

Satz 2 (Optional Stopping). Sei {M } >0 ein Martingal und T eine Stoppzeit be-
ziglich der Filtration {F(n }n>0. Sei weiters P[T' < oo] = 1, E[|M(T)|] < co und

lim | M (m)|dP = 0,

m—00

dann gilt

Lemma 3. Sei z € B, und 7,, = min{t : X(t) ¢ B, }, dann gilt

n® —|lz]* < Eafr] < (n+1)* — |2

Beweis. Wir betrachten den Prozess M (t) = || X (¢)||* —t und die kanonische Filtration
beziiglich X (t)
Fr=o({X1),..., X(1)}).

E[M(t+ D7) =E[|X(t+D]* - (¢t +1)| 7]
B[IX () + YI[*I7] — (t+1)

=E ) (X1 + )| F| - (t+1)
=Y E[X;(0)|F] +2) E[Xi(YiF] + > E[N|FA] - (t+1)

d

=Y XX +2) XE[Y] + > E[Y?] - (t+1)

=1

18



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Die letzte Gleichung gilt, da X;(t) F;-messbar und Y; unabhéingig von F; ist. Nun ist
aber E[Y;] = 0 und E[Y?] = 2 und somit

E[M(t+ 1)|F] = X@®)|* —t = M(¢).

Der Prozess M (t) ist also ein Martingal. Das Optional-Stopping Theorem angewendet
auf M und die Stoppzeit 7, ergibt E.[M (7,)] = E.[M(0)], und weiters

E. [IX(m)lI* = 7] =B [|X(7)[?] = Ex[ra] = E:[[IX(0)[1*] = [12]*

Mit n? < || X(7,)]]* < (n+ 1)? ergibt sich das Lemma.

Zu zeigen bleibt noch, dass die Voraussetzungen fiir Optional-Stopping erfiillt sind:

(a) P,[r, < 0] =1
(b) E.[|M(7,)[] < o0

(¢) lim |M(m)|dP, =0
M= Jr>m

Die Voraussetzungen (a) und (b) sind klarerweise erfiillt.

Zum Beweis von Vorraussetzung (c) bendtigen wir Proposition

/ M (m)|dP, < sup| M(m,w)| - P.jr, > m]
Tn>m

weN
< sup|[| X (m, w)[|* = m| - Cp™
weN

< |(n+m)? —m)|-Cp™ —— 0,

m—00

Die letzte Ungleichung gilt Aufgrund der Tatsache, dass X (m) hochstens m Schritte

von z entfernt sein kann. Somit ist || X (m)| < n + m. O

Lemma 4. Fir0 <e <1,d >3, ( > 1%5 und 0 = 0. > 0 gentigend klein, gilt die

folgende Ungleichung:
d(1+9)
d—2

2(1 + 6)

¢ <1+ 225

19



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Funktion

B 2(1490) ., d(1+9)
O =14+ =" ———=7C
=1+ %g(%d —d¢?)

unter den Vorraussetzungen des Lemmas positiv ist. f ist differenzierbar und

f(¢) = ;L_gwg(gd—? —~1)>0,da¢> 1.

Somit ist f monoton wachsend und es geniigt fiir 0 < ¢ < 1 die Existenz eines . zu
zeigen, sodass fiir diese Wahl f(:) > 0 ist.

Dazu setzen wir § = ke mit k = k. passend gewéhlt. Dann ist

B 1\ l+ke 2(1—¢)*4—d
g<€)f(1—a>1 di—2 ~ (1-e2

und somit ¢(0) = 0. Fiir die Ableitung von ¢ gilt

(1—-¢)?

g'(e) = d_2 {k(?(l — 5)2_d — d) + M

1—¢

(1—e)*?=1)|. (3.6)

Hier ist nun der zweite Summand positiv und zwar mit einer von k unabhéngigen

_1
unteren Schranke. Der erste Summand ist fiir ¢ < 1 — (2/d)2-4 negativ, aber nach
unten beschréinkt durch k(2 — d).

Setzen wir nun
(1—¢g)*4-1

1—¢ ’

dann ist der Klammerausdruck in (3.6)) grofier als

C. .=

k(2 —d)+2d(1 + ke) - Ce = 2dC. + k(2 — d + 2deC.).

Da C. > 0 fiir 0 < & < 1 existiert somit fiir jedes € ein k, fiir welches die Ableitung
g'(€) positiv ist.

Das heifit, g und damit auch f sind positiv unter den Vorraussetzungen des Lemmas.
O

20



3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Proposition 3. Sei z € B,, und die Stoppzeit 7, = min{t : X (t) € B,}, dann gilt fir
die gestoppten Greenfunktionen G,

> Gulzy) =E.[r].

yEBy,
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3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Umformen der Definition der gestoppten

Greenfunktion. Es gilt

yeB, yEBy t=0
00 i—1
= ZZPZ[Tn:i] P.[X () =y |7 =1]
yeBy, =0 t=0
00 i—1
:ZPZ[Tn—i] P.IX(t) =y |7 =1]
=0 t=0 yeB,
00 i—1 00
ZZPz[Tn—Z] 1222 P, |7, = 1]
1=0 t=0 i=0
=E,[1,]
]
Lemma 5. Seie >0, n>n. und z € By—¢), dann gilt
> Guly, 2) < wan’Gn(0, 2). (3.7)

yEBn

Beweis. Aufgrund der Symmetrie der Greenfunktion und Proposition [3] ist die linke
Seite der Ungleichung (3.7) gleich E,[7,,]. Weiters gilt nach Lemma

E.[ra] < (n+1)" — |12

Aus Lemma [(b)| folgt fiir d > 3 und ||z|| > 1 andererseits

2nd
d—2

wanGn (0, 2) > (=77 = n*=) + ¢ n]l2] "

Es geniigt also, zum Beweis des Lemmas die folgende Ungleichung

2n

(n+1)% = [|z]]* < -9

(177" = n*=) + C - |2~ (3.8)
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3.1. VORRAUSSETZUNGEN

zu zeigen. Division von (3.8)) durch ||z]|? ergibt

(i) v () - () |+ ()

und durch Herausheben von Termen gleicher Ordnung erhélt man daraus zunéchst

2n+1+ d (n>2<1+{ 9 +C}(n>d
21> d=2\|zll) ~ d—2 |lz|] \=zll/ ~

und schliefilich
d { d—22n+1}<n>2 2 [ d—2€}<n>d
— |1+ <l+—|1+4 .
d—2 d n? 2] d—2 2 |lzll] \ =l

Mit geeignet gewihlten Konstanten 7 und € impliziert somit

=3l ] (ﬁ)zl%iz{H an] (qu)d 39

die urspriingliche Ungleichung ((3.8]).

Nach Voraussetzung ist z € B, (1—¢). Somit gilt HnTH > i (13.9) folgt aus Lemma ,
I < § und & < § erfiillt

n I

wenn n > ||z|| > r. und r. so gewéhlt ist, dass gleichzeitig

sind.

Es bleibt noch den Fall ||z|| < r. abzuhandeln. Hier folgt aus Lemma [2(a)| die hinrei-
chende Bedingung
(n+1)* — [|z]* < win®(G(z) +Cn*79).

Diese Ungleichung ist fiir geniigend grofie n erfiillt. O]

Lemma 6. Sei S endliche Summe unabhdngiger Indikator-Zufallsvariablen mit Er-

wartungswert B(S) = p, dann gilt fir alle 0 <~y < & und p > po

P[[S — pu| > p!/*7] < 2exp {—{p™}.
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3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Beweis. Im Folgenden bezeichnen wir mit ¢x die charakteristische Funktion der Zu-
fallsvariablen X. Wir setzen S =37 | 14; mit P[A;] = p;.

Wir betrachten den Erwartungswert

E [e’\(s_”’)} =K [e/\(Z}LI 14 _“)} = @u(i/\) : ﬁ Pla; (=iN),

j=1

berechnen die dabei auftretenden charakteristischen Funktionen

Spy(t) — ]E[eit,u} — eit,u — eit Yiapi — Heitpj

j=1
90]1Aj (t) — ]E[eit]lAj] =1 _pj 4 eitpj
und erhalten somit
E [ = [Te™ - (1-p;+e'py) = [T [(1 = pje + pjer ]
j=1 j=1

Mit Hilfe der Ungleichung von Chebyshev erhéilt man fiir A > 0 die Abschétzung

P[S —p > p/?™] =P [X570 > exp{Mul/*}]
< exp{_)\,ul/2+v} K [eA(S—u)]

. (3.10)
j=1
Mittels Kurvendiskussion egibt sich daraus fiir A < % die Abschéatzung
(1 —pj)e i 4+ p;er17P) < 1 4 \2p;. (3.11)
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3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Wir setzen nun (3.11)) in (3.10]) ein

P[S — pu> pt/*7] <exp {-A/*7} - exp {Zlog(l + >\2Pj)}

j=1

<esp{ - 313 |

j=1
= exp {—)\/ULI/2er + )\ZM}

Zum Abschluss wird noch in (3.11)) A = % =12 gesetzt. Da y < % nach Voraussetzung
des Lemmas, ist dieser Wert fiir geniigend grofles p kleiner als % Die Ungleichung

lésst sich also Anwenden, und wir erhalten als finale Abschétzung
P[S—p>p*7] <exp{-jp”"}.

Eine Analoge Abschéitzung von E [e‘A(S _”)} liefert
Pp—S82>p!*M] <exp{—p”},

und damit die Aussage des Lemmas. m

Zum Beweis der oberen Schranke von Satz [1| bendtigen wir noch ein paar Resultate

aus der diskreten Potentialtheorie. Dazu zunéchst einige grundlegende Definitionen.

Definition 8. Seien p(x,y) die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer Irrfahrt S,, in Z¢,
und sei f : Z? — R, dann wird der diskrete Laplace-Operator /A definiert durch

Af(x) =D p,y)fly) | — f).

y€ezd

Bemerkung 8. Es gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen dem Laplace-Operator

und der Irrfahrt S,,, durch

Af(x) =E.[f(S1) = [(So)].
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3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Definition 9. Eine Funktion f : Z¢ — R heifit harmonisch auf A C Z¢, wenn
ANf(x)=0

fiir alle z € A gilt.

Beispiel 1. Die Greensche Funktion G(z) = G(0, 2) ist harmonisch in Z4\ {0}. Dazu

miissen wir zeigen, dass fiir alle x # 0

gilt. Fiir die rechte Seite gilt

>l y)Gly) = > ple,y) > p?(0,y)

yeZd

Fiir z # 0 ist p?(0,7) = 0 und somit

> p,y)Gly) = > p"(0,2) = G(a).

yezZd

Das folgende Lemma aus [7] zeigt eine Verbindung zwischen harmonischen Funktionen

und Martingalen.

Lemma 7. Sei f : Z¢ — R beschrdnkt und harmonisch auf der Menge A C Z¢, und
die Stoppzeit T gegeben durch

T=inf{j>0: 5; & A},

dann ist der Prozess M, = f(Sun-) ein Martingal beziglich der kanonischen Filtration

F, von S,.
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3.1. VORRAUSSETZUNGEN

Beweis. Seix = Sy, und S’ eine Irrfahrt mit den selben Ubergangswahrscheinlichkeiten
wie S und Startpunkt Sj(w) = S, (w) fiir ein fixes n € N.

Sei n > 1, dann gilt aufgrund der Markoveigenschaft fiir den folgenden bedingten

Erwartungswert

E. [f(sn-i-l)l"rn} =E,; [f(Sn + Xn+1)|:’rn} =Eg, [Eaf [f(siﬂ"r”]]
=Es, [f(S1)] = f(Sa) + A (Sh).

(3.12)

Die letzten beiden Gleichungen gelten wegen der F,-Messbarkeit von S und Bemer-

kung [§]
Die Gleichung ({3.12)) ist auch fiir n = 0 erfiillt, da

E. [f(S1)|Fo] = E.[f(S1)],

und mit Bemerkung

F(So) + AF(So) = f(So) + Ex [f(S1)] = Eo[£(So)]= E.[£(S1)]

gilt.
Wir betrachten nun das Ereignis B,, = [t > n|. B, ist F,,-messbar, und fiir w € B
gilt M, 11 (w) = M, (w).

E[Mn+1|f'n} = E[Mn—i-l : :H-Bn|fn} + E[Mn+1 . ]]-BTCL fn}
E[f(Sp41) - L, | Fn] + E[M, - 1 |F,]
E[f(Sns1)|Fn]Lp, + M, - 1pe

da B, und M, F,-messbar sind. Mit (3.12) folgt weiters
E[M,41|F] = (f(S2) + AF(Sn))1p, + M, - 1pe.

Nun ist aber die Funktion f harmonisch auf A. Damit gilt A f(S,,) = 0 fiir das Ereignis

B,,, und somit

E[Mn+1|fn] = f(Sn> ’ ]an + Mn : ]LBfL
= M,.
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3.2. DIE UNTERE SCHRANKE

3.2 Die untere Schranke

In diesem Abschnitt beweisen wir den ersten Teil von Theorem [I} Wir zeigen hierzu
die folgende zu ([3.2)) dquivalente Aussage.

Satz 3. Fir e > 0 existiert ein n. sodass gilt

P[B,a-s) € Awan®(1 +¢)), Vn > n.] = 1.

Zur Vereinfachung der Notation geben wir zunéchst folgende

Definition 10. Wir bezeichnen mit E,(n) das Ereignis, dass der Knoten z nach den

ersten n Partikeln noch nicht zum Aggregationscluster gehort. Also

E.(n) == [z ¢ A(n)]

Bemerkung 9. Fiir jede Knotenmenge B C Z? gilt

(B¢ An)] = | E.(n).

z€B

Im ersten Schritt des Beweises von Satz [3| verwenden wir das folgende bekannte

Lemma 8 (Lemma von Borel-Cantelli). Sei {A,,}>°, eine Folge von Ereignissen. Die

Wahrscheinlichkeit dass unendlich viele Ereignisse A, eintreffen ist 0 wenn gilt

i]P)[An] < 00.
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3.2. DIE UNTERE SCHRANKE

Aufgrund des Lemmas von Borel-Cantelli folgt aus

> P [Bui—s) A (wan(1+2))] < o0 (3.13)

n>0

die Aussage
P [Bn(l,g) 7 A (wdnd(l + 5)) fiir unendlich viele n} =0.
Dies ist dquivalent zu Satz [3] und somit zum ersten Teil von Satz [}

Andererseits gilt aufgrund von Bemerkung [9J] fiir ([3.13))

ZP n(1a§ZA(wdn 1+€ ZP U Ez(wdnd(l—i—é?)) <

n>0 n>0 2€By(1-¢)

<Z Z P [E. (wan’(1+¢))].

n>0 2B, )

Fiir die untere Schranke geniigt es also die Aussage

Z Z (wan?(1+¢))] < o0 (3.14)

n>0 2€B,,(1—¢)
zu zeigen. Dazu benotigen wir zunéchst die folgenden Stoppzeiten.
Definition 11.
o' =min{t>0:X"(t) ¢ A(i — 1)}
-

t=min{t>0:X"(t) =z}
7 = min {t >0: X'(t) gB"}

n

Bemerkung 10.

e o' bezeichnet die Anzahl der Schritte, die das i-te Partikel bendtigt um den

Cluster A(i — 1) zu verlassen.

29



3.2. DIE UNTERE SCHRANKE

e 7! bezeichnet die Anzahl der Schritte, die das i-te Partikel bendtigt um zum

Knoten z zu gelangen.

e 7! bezeichnet die Anzahl der Schritte, die das i-te Partikel benstigt um B,, (die

Kugel mit Radius n) zu verlassen.

e 7/ und 7/ hiingen nicht vom Aggregationscluster ab und sind somit fiir alle ¢

identisch verteilt.

e E.(n)= ﬂ [0 < 7]

i<n
Fiir den Rest dieses Abschnittes sei nun n und z € B,,;—.) beliebig, aber fix gewéhlt.
Definition 12. Wir definieren folgende Zufallsvariablen

wgnd(1+¢)
Z IL{7"<cr‘}
wqn (1+e)
Z Lricriy

wgn® 1+5)

Z 1 {oi<ri<ri}

Bemerkung 11.

e N ist die Anzahl der Partikel, die z besuchen bevor sie den aktuellen Cluster

A(i — 1) verlassen.

e M ist die Anzahl der Partikel, die z besuchen bevor sie B,,, die Kugel mit Radius

n verlassen.

e L ist die Anzahl der Partikel, die zuerst den Cluster A(i — 1) verlassen, dann z

besuchen und erst danach B,, verlassen.

Bemerkung 12. Fiir die Zufallsvariablen N, M und L gelten folgende Ungleichungen
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3.2. DIE UNTERE SCHRANKE

Die erste Ungleichung ist klar da [o" < 7 < 72| C [} < 77] ist.

Die zweite Ungleichung sieht man wie folgt: Wenn ein Partikel ¢ zur rechten Seite
M — L einen Beitrag liefert, muss 7/ < 7. gelten, aber ¢* < 7/ < 7 darf nicht erfiillt
sein. Aus diesen beiden Voraussetzungen folgt dann aber dass 7! < o' ist. Das heifit,

das i-te Partikel liefert auch einen Beitrag zur Summe V.

Als néchstes schitzen wir die Wahrscheinlichkeiten aus (3.14)) mit Hilfe von N, M und
L ab. Fiir jedes beliebige a > 0 gilt Aufgrund der Ungleichungen aus Bemerkung

P[E.(win?(1+¢))] =P[z & A(wan®(1 +¢))] = P[N = 0]
<PM-L=0]=1-P[M—L>0]|
§1—P[M>a/\L<a] :]P)[MSQ\/LZCL}
<P[M <a]+P[L > al.

(3.15)

Bemerkung 13. Unserer weiters Ziel ist es, eine Wahl fiir a zu finden, sodass der
Ausdruck P[M < a] + P[L > a] klein genug wird, um die Bedingung aus (3.14)) zu

erfiillen.

Danund z € B,1-.) jeweils fix gewéhlt sind, sind die Summanden 1 i} von M vom
Index ¢ unabhingig und identisch verteilt. Somit ergibt sich fiir den Erwartungswert
von M

EM] = |w,n’(1+¢)| Plr. < 7). (3.16)

Wir schreiben hier und im Folgenden, um die Notation zu vereinfachen, die Stoppzeiten

ohne einen Index i, wenn ihre Verteilung nicht von dem speziellen Partikel abhéngt.

Im Gegensatz zu den Summanden von M héngen die Summanden 1jyi<ricqiy von L
von der Gestalt der Cluster A(:) ab, und sind somit nicht voneinander unabhéngig.
Allerdings trigt das Partikel X* nur dann zu L bei, wenn X*(c?) € B, ist. Also nur
wenn es innerhalb der Kugel B,, stoppt. Nun gibt es jedes y € B,, hochstens ein ¢ so
dass X*(o%) = y ist. Das heif}t

L<L=> 11 _ .

yEBn

Die Indikatorfunktionen 1Y beziehen sich dabei auf in y startende Irrfahrten.
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3.2. DIE UNTERE SCHRANKE

Die Summanden von L sind unabhingig vom Index i, und somit lisst sich der Erwar-

tungswert von L berechnen:

E[L] = > Py <) (3.17)

yEBn,

Da L < L gilt, folgt aus (3.15)

P[E. (wan?(1+¢))] <P[L > a] +P[M < a. (3.18)

Um die Ungleichung (3.14]) zu zeigen geniigt es also eine Konstante a zu finden, fiir
die sowohl P[L > a] als auch P[M < a] exponentiell in n fallen. Das néchste Lemma

liefert eine geeignete Wahl fiir die Konstante a.

Lemma 9. Seie >0, n > ng und a = (1 + $)E[L], dann gilt

—Ccn

e

el
vV

P
P[M

IN

al

efcn

IA
IN

al
Vz € By-e) und einer geeigneten Konstante ¢ = cq(g) > 0.

Beweis. Es gilt
Gy, z) = Pyl1. < 1,]Gn(2, 2).

Daraus folgt mit (3.16), Lemma [5| und (3.17)

E[M] = Lwdnd(l + E)J Plr, < 7,) = Lwdnd(l + E)J gZES’ 2 >
€ Gn(y, 2) 5
Z (1+§) yeanm: <1+§) yEZBn]Py[TZ <Tn] = (319)
— (1 + %) E[L].

Fiir den Erwartungswert von L erhilt man aus (3.17) und Proposition

E[L] = ZB: P,[m. < 7] = ZB: gzg:z; = G%?[;ni) (3.20)
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3.2. DIE UNTERE SCHRANKE

Unter Anwendung von Lemma [3| und Proposition [1] erhélt man daraus

A et
E[L]| > —F—
L] 2 G2,(0,0)
und mit den Abschétzungen aus Lemma [A(b){ und Proposition
E[L] > B > Bn? (3.21)

fiir eine geeignete Konstante ;. Mit (3.19) erhalten wir die selbe untere Schranke fiir
M, also
E[M] > Bn®. (3.22)

Nun sind sowohl M als auch L Summen von unabhingigen Indikatorzufallsvariablen,

es ist somit moglich Lemma [ anzuwenden, und man erhélt

P[L > E[L] + E[L]"**"] < 2exp{~{E[L]"}
P[M < E[M] - E[M]"**] < 2exp{~{E[M]*}

(3.23)
fir z € By(1—e) und n > n.. Einsetzen von v = % ergibt fiir L
P[L > E[L] + E[L]"/*] < 2exp{—1E[L]**}
und schlieBlich mit Verwendung der Abschiitzung (3.21)) fiir E[L]
P[z > E[L] +]E[I~/]5/6} < Qexp{—iﬁj/?’n?} <e m

fiir eine geeignete Konstante c;. Weiters ist

P[L > E[L] + E[L]”/®] =

da nach (3.21)) fiir jedes € > 0 und n entsprechend grof} gilt:
~ > G Z BILTS mit fy = 6,
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Es bleibt nur noch die beiden letzten Ungleichungen zu kombinieren, und man erhélt

die Aussage des Lemmas fiir die Zufallsvariable L
PL>E[L](1+5)] <em™m.
Fiir die Zufallsvariable M folgt aus mit y = %
P[M < E[M](1 —E[M] V)] <eom.
Andererseits gilt aufgrund der unteren Schranke fiir E[M]
P[M < (1+5)E(E)(1 ~ E[M]7/%)] < P[M < B[M](1 - E[M]™/)].

Zum Beweis des Lemmas fiir M bleibt also noch die folgende Ungleichung zu zeigen

(1 + g) E[L](1 — E[M]7Y/%) > (1 + Z) E[L]. (3.24)

Dies ist aquivalent zu

Z > E[M] /6 (1 + g)

Abschitzung (3.22) E[M] > S4n? liefert daraus die folgende hinreichende Bedingung

fiir (3:24):

> fan ™ (14 5) (3.25)

€
4

Hier ist wieder 8, = 35 '/°.

Die Ungleichung (3.25)) gilt nun offensichtlich fiir n geniigend gro. Damit ist (3.24))

und somit auch die Aussage des Lemmas fiir M erfiillt. m

Wir haben nun alle Voraussetzungen zum Beweis von Satz [3] Lemma [9] angewendet

auf liefert
P [E, (wan(1+¢))] < 2e™"

fiir n > ng geeignet, und weiters

Z Z P [Ez (wdnd(l + 5))} < Z 2wane™ " < co.

n>ng z€8,1—¢) n>ng
Damit ist (3.14) und somit Satz 3| bewiesen.
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3.3 Die obere Schranke

Zum Beweis der oberen Schranke (3.3 von Satz 1| geniigt es
P[A(wqn?) C B, ireray fiirn >n] >1—¢ (3.26)
fiir jedes 1 > ¢ > 0 und ein K = K; < 0o zu zeigen.
Die untere Schranke (3.2)) von Satz [1] besagt nun, dass
PBui-s) C A(wgn®), Vn > n] >1—¢
gilt.

Das heifit der grofite Teil der Elemente von A(wgn?) liegt in der Kugel B—e). Es

koénnen also nur noch wenige Partikel auflerhalb liegen. Genauer

P[|A(wan®) N BS| < |A(wan®)| — |Ba—o)|,Vn > n.] > 1—e¢.

Fiir diese Schranke gilt die Abschéitzung

d
|A(wan®)| = |Bu—e)| = win® — wan®(1 — &)* = wyn’ <1 - Z (f) (—5)’)
=0

(]
d—1 d—1

= wan‘e - Z (i-il) (—&)’ = wane - i%(dil) (—e)'
i=0 =0

< wgnde(1 — &)1 < Kyen®

Es existiert also eine Konstante K; < oo, sodass fiir alle 1 > ¢ > 0 gilt
P[|A(wan®) N B < Kgen®,¥n > n.| > 1 —e. (3.27)
Definition 13. Seien A, B,C C Z%, dann bezeichnet die Stoppzeit
Hy :=min{t >0: X(t) € A}
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3.3. DIE OBERE SCHRANKE

die Zeit des ersten Eintreffens der Irrfahrt in der Menge A, und
hz(B, C) = ]P)z[HB = HC[‘]B:I

ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei Start in z die Menge B zuerst in einem Punkt der

Menge C' getroffen wird.
Definition 14. Eine Menge der Form

Spi={rcZ k<|z|<k+1}

heiflt Schale mit Radius k € Nj.

Bemerkung 14.

e Zwei aufeinanderfolgende Schalen sind ineinander verschachtelt. Das heifit Vk

gelten die Relationen

Bk N Sk = @ und Bk U Sk = Bk+1.

e Schalen haben keine Liicken. Dass heifit eine Irrfahrt kann die Kugel By nicht

verlassen, ohne die Schale S;, zu betreten.

Die folgende Ungleichung aus [7] wird zum Beweis des zentralen Lemmas dieses Ab-

schnitts benotigt.

Lemma 10 (Harnack Ungleichung). Vr < 1 existiert eine Konstante J, < oo, so-
dass fiir jede auf der Kugel B, harmonische Funktion h : B, — [0,00) die folgende
Bedingung erfiillt ist:

h(x) < Tph(y)  fir ], ly| < rn.

Beweis. Siehe [7] Theorem 1.7.2. O

Lemma 11. Sei T, := min{t > 1: X(t) € Sk}, dann existiert eine von der Dimension
d abhdngige Konstante J < oo, sodass fir j < k, A =k — j und die Punkte z € S,
und y € S; gilt

(a) B.[T) < Ty < JA™

(b) hy(Sk, B) < J|B|A™? fiir eine Menge B C Sy.
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Bewezs.

(a) Zum Beweis des ersten Teils betrachten wir die Menge A = {z : j < ||z| < k},
und die Stoppzeit 7 = min{i > 0: X (i) € A}. 7 ist der Zeitpunkt in dem die

Irrfahrt die Menge A zum ersten Mal verlésst.

Es gilt fiir jedes 2’ € A
P.[T; < Ty <P.[|X(1)| < j]. (3.28)
Sei nun M; = G(X(i A 7)). Die Funktion G ist harmonisch auf 4, da 0 & A,

und somit ist nach Lemma [7| der Prozess M; ein Martingal. Wir kénnen das

Optional-Stopping Theorem anwenden, und erhalten
E. [MT} =E. [MO] = G(7). (3.29)

Andererseits ist [|X(7)] < j] U [|X(7)] > k] = Q eine disjunkte Zerlegung des

Wahrscheinlichkeitsraumes, und somit erhalten wir
B [M:] = Eor [M; - Lx(oi<py] + B [Mr - Lx(nizn)-

Die beiden Faktoren in diesen Erwartungswerten sind nicht unabhéngig, sie las-

sen sich allerdings mit Hilfe von bedingten Erwartungen aufspalten. Somit ergibt

sich zusammen mit
E. [M,] =P [|X(1)] < j] - Ex[G(X (7)) || X(7)] < j]+
(1= P [IX ()] < j]) - Ex [G(X (7)) [1X(7)] = K],
und durch Auflosen dieser Gleichung weiters

G(2) = E[G(X(n)) | |X(7)] > &]
E.[G(X (1)) | 1X(r)] < j] — E~[G(X ()| [X(7)| > k]

P (| X (1) < j] =

Nun gilt aufgrund von Bemerkung [7]
G(2) = aall>~ + o(l[[I"™)
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38

sowie
E
E
Mit (3.28)) folgt daraus

2122 + o (|l '~%) — 54 = 05~
j2—d — k2-d O(jl—d) _ O(k‘l_d)

P.[T; < T} < (3.30)

fiir alle 2/, fiir die j < ||2']| < k gilt.

Wihlen wir jetzt speziell 2/ € Si,_;, dann ergibt sich fiir eine Konstante Cg4

aus (3:30) -
.
BTy < T < Coq—aa

i (3.31)

Um ((3.31)) zu zeigen, miissen wir die folgende Ungleichung iiberpriifen:

(k - 1)2—d 4 O((k’ o 1)1—d) o j2_d . O(jl—d) <c kl_d
j2d _ j2—d | O(jkd) _ O(kkd) = dj2—d _j2d

Dies ist dquivalent zu

(k_1)2—d+0((k_1)1—d) _j2—d_0(j1—d) < C ki <1 n O(ij_()i : koz(—]z - )) ‘

Der Ausdruck in der Klammer auf der rechten Seite ist beschriankt, und somit

impliziert

E—1 1-d E—1 1-d ] 1-d ] 1-d B
. /2 rf M e oS <
so() e () () o) =e

die Ungleichung (3.31) fiir geeignet gewiihlte Konstanten C’, C” und C4. Diese

Ungleichung vereinfacht sich zu

(%) o (k—14+C)— (%) - (j+C") <Ca. (3.32)

Als Funktion in j betrachtet, ist die linke Seite von (3.32)) monoton wachsend.
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Es gilt 7 < k und somit geniigt es

(%)M (k—1+C)— (%)ld (k—1+C") <Cq

zu betrachten. Dies ist dquivalent zu

1-d
(%) (€' +C") < Cy,

und ist wegen limy_, ., (%)kd = 1 fiir groBe k erfiillt. Damit ist |3.31| gezeigt.

Durch elementares Umformen erhilt man daraus

P.[T; < Ti] < Ca < Ca

3[¢

Eal]
SN—
7
u
|
—_
| IS
1
VS
S F
N—
T
no
|
—_
—_

Nun ist fiir den Fall A > 5 der Quotient f > 2, und damit

_ . C
]Pz [7} < Tk} S jdA ! fir jd = Qde—]_
Fir A < j zeigen wir, dass A - P, [T] < Tk} nach oben durch eine Konstante
beschrankt ist. Wir betrachten dazu die Funktion

. klfd k— 4
feld) = jg_d(_—kg_‘yc)l‘

Nach [3.31|gilt A-P, [Tj < Tk} < fx(y). Es lasst sich leicht sehen, dass %fk(j) >0

fiir A < j. Die Funktion fi(j) ist in diesem Bereich also monoton wachsend, und

da j < kund j, k € N gilt, geniigt es die Beschranktheit von fi(k — 1) zu zeigen.

== (5570

und es gilt limg_.o fr(k — 1) = ﬁ. Damit ist das Lemma auch fiir den Fall

Nun ist

A < j gezeigt.

Dieser Beweis verwendet die Abschitzung der Greenfunktion aus Satz [1] und ist
somit nur fiir Dimensionen d > 3 giiltig. Fiir Z? l4sst sich der Beweis iiber eine
zu (3.30) dquivalente Abschéitzung mit Hilfe des Potentialkerns fithren. Siehe
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dazu [9] und Aufgabe 1.6.8 in [7].

Die Funktion h,(e,e) ist additiv in der zweiten Komponente, somit geniigt es

den Beweis fiir B = {z}, z € §; zu fiithren. Sei
p=pry=mf{t >1:X(t) € Sy U{y}},

dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit h,(Sk, 2), dass bei Start der Irrfahrt in y die

Schale &y zuerst im Punkt 2z getroffen wird
hy(Sk, 2) = By[X(T}) = 2] = Gi(y,y) - Py [X(p) = 7]
und Aufgrund der Reversibilitét von X ()
hy(Sk, 2) = Gi(y,y) - P.[X(p) = y]. (3:33)

Sei nun m der Radius der Schale mit genau gleichem Abstand von S; und Sy,
also m = mpa = |k — %j Dann gilt y ¢ S,, wenn A geniigend grof3 ist. Wir
betrachten nun die bedingte Wahrscheinlichkeit

_ PZ[X(p) = yaTm < Tk]

P.[X(p) = y| T < T3] P.[T,, < T

Da auf dem Weg von z € S, nach y € §; auf jeden Fall §,,, durchquert wird, ist
(X (p) =vy] C [T < T}], und somit gilt

P[T, < Ty - P.[X(p) = y| T < Ti] <
<P.[T, < Tyl - sup P, [X(p) =y

CﬂGSm

Aufgrund von Teil [(a)] des Lemmas und (3.33)), (3.34) folgt

P.[X(p) = y]

(3.34)

J
m,k CEGSm
J
=3 s Gilyy) B X(p) = y] =
m,k IEGSm
J
= - sup Gi(x,
Am,k wESIT)n k< y)
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mit Ay =k —m=[5].

Somit geniigt es zum Beweis des Lemmas folgende Abschétzung zu zeigen:

sup Gi(z,y) < JA? (3.35)

€S

Dazu betrachten wir die Kugel V' um den Punkt y.
V=Va={weZ|lw-y| <25}

Fir z € §,, und A geniigend grof3 ist die Funktion

T—1
> 1{X(t>:w}]
t=0

gz (w) == Gi(z,w) = E,

harmonisch in einer Menge A := {w € Z%: |w — y|| < 22} DV a.

Zur Uberpriifung der Harmonie ist g, (w) = >, . p(w,2) - g.(2), fiir w € A,

Zu zeigen.
Tr—1
Do p(w,2)-g.(z) =) plw,2) By | Y Lixwe=s
z€Z4 z€74 t=0
00 i—1
z€74 i=0 t=0
o8] 1—1
=Y Bafme=i- >0 Y pEw) BX () = 2lm = ]
=0 t=0 zczd
00 i1
=Y Pufr =i Y Pu[X(t+1) = wlr = ]
i=0 t=0

Nun ist P,[X (i) = w| 7, = 1] = 0, da w € By, ist. Weiters gilt P,[X(0) = w] =0,
da z ¢ Aund w € A. Somit ergibt sich

D p(w,2) - gu(z) = Y Palme =] Y Pu[X(t) = win = i] = g (w).

ZGZd 1=0 t=0

Die Anwendung der Harnack-Ungleichung (Lemma auf g,(w) liefert die Ab-
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schitzung

fir alle w € V, z € &, und eine Konstante J < oco. Summation iiber alle

Elemente von V' ergibt

V] Grlz,y) < T Gilw,w)

weV

und mit (%)d < |V]

Gr(z,y) < TJ'A dZGkajw

weV

Mittels Supremumsbildung ergibt sich daraus eine Abschétzung fiir (3.35)).

sup Gr(z,y) < J'A™ - sup ZGka:w)

TESH TESm weV

= J'A" sup E,[Y]

xeSm

mit der Zufallsvariablen )
T —

Y = Z Lix@wevy-

t=0

E.[Y] ist die Erwartete Anzahl der Besuche in der Menge V' bevor die Irrfahrt
die Kugel By, verlasst. Ist dieser Erwartungswert positiv, dann gibt es ein w € V

mit X (t) = w fiir ein ¢ < 75,. Und es gilt

E,[Y] < supE,[Y],

weV
fir alle z € S,,.

Zum Beweis von (3.35)) bleibt somit noch

sup E,[Y] < JA? (3.36)

weV
Zu zeigen.

Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt, dass eine von k unabhéngige Konstante
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$ = &y A > 0 existiert, so dass fiir alle w € V' gilt
P,[m < A% > ®. (3.37)

Daraus ergibt sich folgende Abschéatzung fiir die Anzahl der Besuche in der Menge
V. Fiir ganzzahlige [ > 0 gilt

sup P, [V > [A?] < (1 — ). (3.38)

weV

Der Beweis von (|3.38]) erfolgt durch vollstéandige Induktion.

Fiir [ = 0 ist die Aussage offensichtlich. Fiir [ = 1 gilt
P,[Y > A <1-P,[n <A <19,

da die Irrfahrt V nur dann 6fters als A?-mal Besuchen kann, wenn sie nach A2

Schritten die Kugel By noch nicht verlassen hat.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir den Zeitpunkt k& des (IA% + 1)-ten
Besuches in V. Also k € N mit X (k) € V und

Ho<i<k: X(i) eV} =IA*+1.

So ein k existiert wenn Y > [A? ist. Da sich die Irrfahrt zum Zeitpunkt &
irgendwo in der Menge V' befindet, ldasst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit
aufspalten:

P,[Y > (1+1)A% = P,[Y > IA%] - sup P,[Y > A?]

weV

< (1 o (I))l—kl‘

Diese Abschitzung gilt Vw € V', und bleibt somit auch bei Bildung des Supre-
mums giiltig. Damit ist (3.38) gezeigt.
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Zum Abschluss verwenden wir noch (3.38]) zur Abschétzung von sup,,c E,[Y].

o0

supE,[Y] = supZi PV =1

wevV weV T
i=1

A

=sup > S (1= DA%+ ) By [Y = (I - 1)A? 4]

weV =1 j—1

00 A2
<sup ¥ IA?Y P[Y = (I - 1)A% + ]
=1 j=1

weV T
< A% sup Zl Pl — 1A% <Y < IA?
weVvV =1
< A? [-supP,[Y > (I —1)A?
St s > (- 1)7
e 1 A7 2
<A U1 - @) =gz - JA
=1
Dies beweist (3.36)) und somit (3.35)). O

Mit Hilfe von Lemma konnen wir nun abschétzen, wie sich die, auflerhalb von
B1—¢) liegenden, Elemente von A(wdnd) in die einzelnen Schalen verteilen. Zur besse-

ren Ubersicht geben wir allerdings zunichst die folgende Definition.

1
Definition 15. Sei fiir ¥ > 1 und ko = [n(1 4+ ed)]| + 1. Die Zufallsvariable
Z4(1) = 1A() 1 Suy

bezeichnet die Anzahl der Partikel in der Schale Si,, nachdem [ Partikel die Kugel

B,, verlassen haben.

Damit die Aggregationscluster Kugelgestalt annehmen kénnen, miissen die Ky(l), mit
zunehmendem Schalenradius k, sehr schnell gegen 0 streben. Das néchste Lemma liefert

dafiir eine hinreichend genaue Abschitzung.
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Lemma 12. Fiir eine von der Dimension d abhdngigen Konstante J < oo gilt

S g k
E[Zy,(j)] < nt'7RE=D [J%eT} .

Beweis. Wir definieren die Stoppzeit 7! := min{t > 1: Y(¢t) € B,} und 2! := Y(7!),
den Punkt in dem das [-te Partikel die Kugel B, verlasst.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Y'*! in der Schale Sy, stoppt ist gegeben durch

hxgjl(Ac(l), 8k0+k)7

die Wahrscheinlichkeit, dass das Komplement des Clusters zuerst in der Schale Sy, 4+

getroffen wird.

Der Erwartungswert von Zy(l + 1) ldsst sich damit aufspalten:

E[Z(l+ 1)] = E[Zk()] + El001 (A°(1), Sko-44)]- (3-39)

Nun ist aber die Wahrscheinlichkeit dass sich Y in der Schale Sy, 1, anlagert kleiner
als die Wahrscheinlichkeit dass Y1 beim ersten Eintreffen in der Schale Sy, %1 nicht

stoppt. Also

E[hi1 (A1), Skorn)] < El 11 (Sk i1, A(D)))]
< maXE[hy(Sko-i-k—l: A(Z))]

YyESH

(3.40)

Auf hy (Sky k-1, A(1)) lsst sich nun Lemma 1 1(b)|anwenden und man erhilt fiir y € S,

hy(Sro-1, A(L)) < T - [Skprn NVA(L)] - AT

< T Zia(l) (#)d_l (3.41)

Ul

1 1
wegen A =ko+k—1—n=|n(l+¢ed)|+k—n>ned +k—12>ned.
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Einsetzen von (3.40) und (3.41)) in (3.39) liefert

n&-l/d

E[Zu(l + 1)) — E[Ze(D)] < T - E[Zer (D) (L) -

Daraus erhalten wir durch Summation und dem Auflésen der sich ergebenden Tele-
skopsumme

B <7 () S ElZe)] (3.42)

Mittels vollstédndiger Induktion lésst sich mit Hilfe von (3.42)) nun die Ungleichung

B2 < 4 [J (o) ] (343

zeigen.

Die Induktionsbasis E[Z;(j)] < j ist offensichtlich. Fiir den Induktionsschritt fithrt
B42)

SO <7 () ZE Zu

einsetzen der Induktionsannahme

1 d—1 1 d—1 2 j-1 lkl
<7 (52m) '[j(m) ]

=1

und die Verwendung der elementaren Ungleichung Z] L < J?

" g1 k-1
J 1
= k! [j <n51/d> ]

zum gewiinschten Ergebnis.
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Es bleibt nur noch k! > kFe=* in (3.43)) einzusetzen

wean= () ()]

— (=D =1) 71k <

und wir erhalten die gesuchte Abschétzung. O

Damit haben wir nun alle Voraussetzungen zum Beweis von (3.26). Wir bezeichnen
mit £’ das Ereignis aus (3.27)), also

F = [|A(wgn®) N BS| < Kgend).

Wenn die Schale S, 1174y nicht leer ist, dann ist der aktuelle Cluster A(t) keine

Teilmenge der Kugel B, jc.1/a)-

PA(wan”) & By seiray, Fl <
fiir k' = [(K — 1)e"9n —1].
Setzen wir nun k = k' und j = | Kzen?] in Lemma [12] ein, so ergibt sich

E[Z ([ Keen®])] <01 T

| Kaen’ ~51%d .pl—d ;
[(K —1)eYdn — 1]

In der Klammer heben sich nun die Potenzen von ¢ und n auf, und fiir eine neue
Konstante J gilt

k./
PAGn") ¢ Byosscarn P < 00 () (3.44)
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Wéhlt man nun K > J und n > ny dann geht die rechte Seite von ((3.44]) exponentiell

gegen 0. Also existiert ein ¢ < 1 sodass

Z P[A(wan®) & B xerray, F] < Z q" < o0.

n>ng n>no

Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt daraus

P[lim sup[A(wgn®) & B gersa), F]] =0

n>ngo

3.4 Weitere Ergebnisse

Da nun die Grenzstruktur bekannt ist, stellt sich die Frage nach der Geschwindigkeit

mit der sich der Aggregationscluster A(wgn?) den Kugeln B, annihert.

Dazu gibt es theoretische Resultate von Lawler [10] und Blachere [3]. Moore und

Machta liefern in [16] fiir den Fall d = 2 ein numerisches Ergebnis.

Definition 16. Die maximalen inneren bzw. &ufleren Abweichungen d;(n), bzw. do(n)

des Aggregationsclusters A von der Kugel B, sind gegeben durch

5r(n) :==n —inf{|z| : 2z & A(wgn?)}
So(n) :=sup{|z| : z € A(wan?)} — n.

Die ersten Abschitzungen der Abweichungen d;(n) und dp(n) lieferte Lawler in [10].

Satz 4 (Lawler). Fir d > 2 gilt fast sicher

(a) lim M =0
n—o0 n3 log“n
(b) lim —50(”2 —0.

1
n—oon3logtn

Dieses Ergebnis wurde spéter von Blachere [3] verbessert, indem er zeigte dass die

Abweichungen hochstens logarithmisch im Durchmesser des Clusters sind.
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Satz 5 (Blachere). Es gibt eine von der Dimension d abhingige Konstante Cq, sodass

fast sicher gilt

Cylog?n fiird >3
(a) or(n) ~
Cylognlog(logn))Y/?  fiird =2
Cylog®?n  fird >4
(b) do(n) ~ < C3log®®n  fird =23
Cylog*n  fird=2.
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Kapitel 4

Internal Diffusion-Limited

Aggregation als Computing Modell

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit internal Diffusion-Limited Aggregation
aus dem Blickwinkel der theoretischen Informatik. Das Konzept der Berechenbarkeit
ist sehr robust beziiglich der konkret gewéahlten ,Maschine” auf der die Berechnungen
durchgefiithrt werden. Sehr unterschiedliche Berechenbarkeitsmodelle wie Turingma-
schinen oder der A-Kalkiil haben die Fahigkeit, exakt die selbe Klasse von Funktionen

zu berechnen. Dies ist die Aussage der berithmten Church-Turing These.

Wir definieren uns ein ,,Computer*-Modell auf Basis von iDLA, und untersuchen sei-
ne Figenschaften. Um dies zu bewerkstelligen benotigen wir zunéchst eine Reihe von
Definitionen. Einfiihrungen in die Theorie der Berechenbarkeit sowie der Komplexi-
tatstheorie finden sich in [19] und [18].

Definition 17. Ein Bool’scher Schaltkreis ist ein kreisfreies Netzwerk von logischen
Gattern, die durch ,Dréhte” verbunden werden. Es gibt drei Typen von Gattern: AND,
OR mit jeweils zwei Eingéngen, sowie NOT-Gatter. Die ,Dréhte leiten Bool’sche
Werte zwischen den einzelnen Gattern weiter. Die Gatter sind kleine Prozessoren, die
die Funktionen V, A sowie = berechnen. Die Eingénge des Schaltkreises bezeichnen wir

mit 1, ..., z,. Weiters wird ein Gatter als Ausgang des Schaltkreises gewihlt.

Ein Bool’scher Schaltkreis C' berechnet eine Boolsche Funktion fo : {0,1}" — {0, 1}.

o1



Bemerkung 15. Wir betrachten spéater Schaltkreise mit k& Ausgangs-Gattern. Diese
berechnen Funktionen mit Bildbereich {0, 1}*.

Definition 18. Die Grofle eines Bool’schen Schaltkreises ist definiert als die Anzahl
der Gatter im Schaltkreis. Die Linge des ldngsten Weges von einem Eingang zum

Ausgangsgatter, bezeichnen wir als die Tiefe des Schaltkreises.

Definition 19. Eine Menge von Schaltkreisen € = {C,, },>0, wobei C,, jeweils genau
n Eingéinge besitzt, heifit Schaltkreis Familie. " akzeptiert eine Sprache A C {0, 1}*

genau dann, wenn fiir jeden bindren String w der Linge n
we A= fo,(w)=1

gilt.

Definition 20. Die Komplexitéatsklasse P ist definiert als die Klasse von Sprachen, die
von einer Familie 4 von Bool’schen Schaltkreisen akzeptiert werden, wobei die Grofe

der Schaltkreise C), polynomiell in n, der Grole der Eingabedaten wéchst.

Bemerkung 16. Diese Definition der Klasse P ist dquivalent zur klassischen Definition
mit Hilfe von Turingmaschinen mit polynomieller Zeitkomplexitit. Fiir einen Beweis

siehe zum Beispiel [19] Theorem 9.25.

Eine Teilklasse von P ist die Klasse NC, die Klasse der effizient parallelisierbaren
Probleme. Eine Sprache ist in NC wenn sie durch eine Familie von Bool’schen Schalt-
kreisen]'| mit einer polynomiellen Anzahl von Gattern sowie einer polylogarithmischenf|

Tiefe berechnet werden kann.

Definition 21 (L-Reduzierbarkeit). Seien A, B Sprachen aus P, dann heiit A L-
reduzierbar auf B - geschrieben A <i, B - wenn eine Funktion ¢ € L existiert, sodass
fiir alle w

we A<= ¢Y(w)EB

gilt. L ist dabei die Klasse, der unter Verwendung von O(log|w|) Speicher berechen-

baren Funktionen.

LGenauer wird eine uniforme Klasse von Schaltkreisen benétigt. Fiir Details siehe [18].
2Eine Funktion f(n) heifit polylogarithmisch wenn f(n) = o(logk (n)) fiir eine Konstante k. Also

: f(n) o
wenn lim,, Togh () = 0 gilt.
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Definition 22. Eine Sprache p € P heifit P-vollstéindig, wenn jede Sprache ¢ aus der
Klasse P L-reduzierbar auf p ist, dass heifit

q <p p fiir alle g € P.

Definition 23 (Circuit-Value Problem). Gegeben sei die Beschreibung eines Bool’-
schen Schaltkreises, sowie die an den Eingéingen des Schaltkreises anliegenden Wahr-

heitswerte. Gesucht sind die Wahrheitswerte an den Ausgéngen des Schaltkreises.

Bemerkung 17. Das Circuit-Value Problem ist P-vollstandig.

Es ist nicht bekannt ob NC eine echte Teilmenge der Komplextititsklasse P ist. Ana-
log zum P=NP Problem wiirde es geniigen, die effiziente Parallelisierbarkeit eines
einzelnen P-vollstdndigen Problems zu zeigen oder zu wiederlegen, um diese Frage
zu beantworten. Es wird allerdings vermutet, dass P-vollstédndige Probleme inhérent
sequentiell sind. Das heifit, selbst mittels einer parallelen Berechnung unter Verwen-
dung von polynomiell vielen Prozessoren liefle sich die Losung eines P-vollstéandigen

Problems nicht wesentlich beschleunigen.

Das Problem der Vorhersage einer Reihe physikalischer Modelle, wenn die benotigten
Zufallsbits mit den Eingabedaten mitgeliefert werden, ist P-vollstindig auf Z¢ mit
d > 3. Darunter fallt zum Beispiel das Ising-Modell [15], Zellulare Automaten und
auch Diffusion-Limited Aggregation.

Da die Struktur der iDLA-Cluster im Vergleich zu externer DLA viel einfacher ist,
liegt die Vermutung nahe, dass die Vorhersage des Verhaltens von iDLA in eine klei-
nere Komplexititsklasse als P fillt. Diese Frage wurde von Moore und Machta [16]

beantwortet. Dazu bendétigen wir zunéchst die passende Komplexitéitsklasse.

4.1 Die Klasse CC

Ein Komparator-Schaltkreis ist ein spezieller Bool’scher Schaltkreis, der ausschliellich
aus sogenannten Komparator-Gattern besteht, und fiir den auflerdem keine Verzwei-

gungen in der Verdrahtung erlaubt sind. Das heifit jeder Ausgang eines Gatters wird
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mit hochstens einem Eingang eines Gatters aus der néchsten Schicht des Schaltkreises

verbunden.

Ein Komparator-Gatter besitzt zwei Eingéinge a und b, sowie zwei Ausginge. Die

Logikwerte der Ausgénge sind a V b und a A b.

a —» —ba/\b

C

b—* —>aVb

Abbildung 4.1: Komparator-Gatter

Die Komplexitétsklasse CC ist definiert als die Menge aller Algorithmen, die von einem
Komparator-Schaltkreis mit O (n“) Gattern berechnet werden kénnen. n bezeichnet

dabei wieder die Grofle des Inputs.

Da Komparator-Schaltkreise aufgrund ihrer eingeschrénkten Verdrahtungsmoglichkei-
ten keine Information kopieren kénnen, wird vermutet, dass das Circuit-Value Problem
in der Klasse CC nicht P-vollstindig ist.

4.2 iDLA Vorhersage

Wir definieren nun das Problem der Vorhersage von iDLA-Clustern. Damit das Pro-
blem deterministisch bleibt, folgen die Partikel hier nicht Irrfahrten, sondern es werden
die Schrittfolgen der einzelnen Teilchen in den Eingabedaten des Problems spezifiziert.
Dies ist keine Einschrinkung, da man einfach vor Beginn der Auswertung des Problems
eine geniigend grofle Anzahl von Zufallszahlen generieren kann, die dann als Eingabe-

daten kodiert werden.

Definition 24 (iDLA-Vorhersage). Gegeben sei eine Knotenmenge S, sowie eine Fa-
milie von Partikeln Z. Fiir jeden Zeitpunkt 0 < ¢t < T'ist als Input eine Folge von
Ubergéingen (¢,4,s) mit i € Z und s € S gegeben. Das Trippel (t,i,s) bedeutet, dass
zum Zeitpunkt ¢ das Partikel ¢ zum Knoten s springt und dabei s als besetzt markiert.
Dieser Ubergang wird nur unter der Voraussetzung durchgefiihrt, dass das Partikel
zu diesem Zeitpunkt noch aktiv ist. Aktiv ist ein Partikel dann, wenn es zu jedem
Zeitpunkt ¢' < t ausschliellich bereits besetzte Knoten besucht hat. Zum Zeitpunkt
t = 0 sind alle Partikel aktiv, und alle Knoten noch unbesetzt. Damit die Ubergéinge
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wohldefiniert sind, darf kein Partikel zum selben Zeitpunkt an zwei verschiedene Orte
geschickt werden. Das heiBt es diirfen im Input keine zwei Ubergangstrippel der Form

(t,1,8) und (t,4,s") mit s # s’ enthalten sein.

Das Problem der iDLA-Vorhersage besteht nun darin, aus diesen Eingabedaten die

besetzten Knoten, sowie die noch aktiven Partikel, vorherzusagen.

Bemerkung 18. Diese Definition ist allgemeiner als das bisher verwendete Modell, da
zu jedem Zeitpunkt mehr als ein aktives Partikel erlaubt ist. Es wird auch keine Ein-
schriankung beziiglich der zugrunde liegenden Graphenstruktur und der verwendeten
Irrfahrt gemacht. So sind nichtlokale Spriinge der Partikel durchaus zuldssig. Wir ver-
wenden diese verallgemeinerte Definition, da dadurch die Untersuchung vereinfacht
wird. Auflerdem stellt sich heraus, dass kein Komplexitatsunterschied zu iDLA mit

nur einem aktiven Partikel besteht.

Die folgenden beiden Lemmata von Moore und Machta [16] zeigen den engen Zusam-

menhang zwischen der Komplexitatsklasse CC und iDLA.

Satz 6. iDLA-Vorhersage ist in der Klasse CC.

Beweis. Fiir jeden Zeitpunkt ¢ fithren wir die Bool’schen Variablen aktiv,(7), fir alle
i € T, sowie besetzt;(s), fiir alle s € S, ein. aktiv,(i) = 1 genau dann, wenn das Partikel
i zum Zeitpunkt ¢ aktiv ist. Analog ist besetzt,(s) = 1 genau dann, wenn der Knoten

s zum Zeitpunkt ¢ besetzt ist.

Es gilt aktivg(i) = 1, fiir alle i € Z, sowie besetzty(s) = 0, fiir alle s € S. Dies sind die

Eingabewerte des zu konstruierenden Schaltkreises.

Aufgrund der Regeln fiir iDLA ergeben sich die folgenden Zustandsgleichungen fiir den
Ubergang (t,1, s)

aktivy 1 (i) = besetzt,(s) A aktiv,(7)

besetzt; 1 (s) = besetzt;(s) V aktiv, (7).

Also ein Partikel bleibt nur dann aktiv, wenn es zum vorhergehenden Zeitpunkt noch

aktiv war, und es einen bereits besetzten Knoten besucht hat. Analog ist ein Knoten
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4.2. IDLA VORHERSAGE

besetzt, wenn er zum vorhergehenden Zeitpunkt bereits besetzt gewesen ist, oder er

von einem noch aktiven Partikel besucht wurde.

Diese Zustandsgleichungen haben nun aber genau die Struktur eines Komparator-
gatters (Abbildung . Es lisst sich also jeder Ubergang (,4,s) durch ein Kom-
paratorgatter mit den Eingabewerten aktiv,(i), besetzt,(s) und Ausgabe aktivyy(7),
besetzt;,1(s) darstellen. Dass der so definierte Schaltkreis keine Verzweigungen be-
sitzt, wird Aufgrund der oben genannten Konsistenzbedingung der Ubergangstrip-
pel gewihrleistet. Jedem Ubergangstrippel entspricht genau ein Gatter, das heiBt die
Schaltkreisgrofle ist polynomiell in der Inputgréfie und somit liegt iDLA-Vorhersage in
CC. O

Die Verbindung zwischen iDLA und der Komplexitétsklasse ist allerdings noch enger.
iDLA-Vorhersage ist, selbst wenn wir uns auf ein einzelnes aktives Partikel in jedem
Zeitpunkt beschrianken, CC-vollstéandig, das heif3t jede Funktion in CC lasst sich durch
iDLA mit einer geeignet gewihlten Schrittfolge berechnen.

Satz 7. iDLA-Vorhersage fiir Z¢ (d > 2) ist CC-vollstindig.

Beweis. Zum Beweis miissen wir einen beliebigen Komparator Schaltkreis mittels
iDLA simulieren. Das grundlegende Element dafiir ist die in Abbildung beschrie-
bene Schrittfolge zur Simulation eines einzelnen Komparator-Gatters. Dabei sind alle
Knoten in der ersten Zeile besetzt, und der Knoten ~ ist nicht besetzt. Die Knoten «, 3
und v stellen Wahrheitswerte dar (,besetzt* = 1 und ,nicht besetzt“ = 0). Wir benoti-
gen nur 3 Knoten zur Simulation aller 4 Ein- und Ausgénge eines Komparator-Gatters,

da die Knoten vor und nach der Schrittfolge unterschiedliche Variablen représentieren.

k
1
1
v

-« —|--4

<« —{--!

« /6’ Y

Abbildung 4.2: Schrittfolge zur Simulation eines Komparator-Gatters

Der Knoten ~ ist nach dieser Schrittfolge nur besetzt, wenn sowohl « als auch 3 vorher

schon besetzt waren, insgesamt ergibt sich die folgende Situation.

o6



4.2. IDLA VORHERSAGE

Sei s ein Zeitpunkt vor der Durchfiihrung der Schrittfolge aus Abbildung und ¢ ein
Zeitpunkt danach, dann gelten fiir die Knoten «, 3 und ~ die folgenden Ubergangs-

gleichungen:
besetzt;(a) = 1
besetzt,(3) = besetzty(a) V besetzt, ()
besetzt,(y) = besetzt,(«) A besetzt ()

Die obige Konstruktion simuliert also das Gatter:

o ——» —

C

b8 ——>» Y

Wenn wir mehrere solche Komponenten verbinden, kénnen wir beliebige Komparator-
Schaltkreise simulieren. Ein Schaltkreis mit n Gattern hat hochstens 4n Verbindungs-
drahte, deren Wahrheitswerte unter Verwendung von 3n Knoten simulieren koénnen.
Wenn wir diese Knoten alle auf einer horizontalen Linie benachbart wéhlen, bendtigen

wir hochsten 9n + 5 Schritte um 3 von diesen Knoten nacheinander zu besuchen.

Das heifit zur Simulation einen Komparator-Schaltkreises wird ein Aggregationscluster
mit GréBe O(n), sowie O(n?) Simulationsschritte benétigt. O

Der Zusammenhang zwischen iDLA und der Klasse CC besteht in der Unfahigkeit
beider Modelle, vorhandene Informationen zu kopieren. Wenn ein iDLA Partikel den
Zustand eines Knotens abfragt, wird dieser dadurch veréndert. Bei den Komparator-
gattern folgt die Unmoglichkeit, Information zu kopieren aus dem Verbot, dass sich

Verbindungsdrihte verzweigen.

Wie man aus dem Beweis zu Satz [7] sieht, wird zur Simulation von Komparatorschalt-
kreisen, nicht das gesammte Gitter benotigt. Es reicht eine kammartige Struktur mit
einem Verbindungsweg und daran angehédngte Knoten zur Informationsspeicherung
aus. Wird der Verbindungsweg auf einen einzelnen Knoten kontrahiert, so funktioniert

die Konstruktion auch mit einem Stern.

Fiir Z ist iDLA-Vorhersage allerdings nicht mehr CC-vollstédndig, da mit den beiden
Randpunkten des Clusters zu jedem Zeitpunkt nur zwei Knoten zur Informationsspei-
cherung zur Verfiigung stehen. iDLA-Vorhersage fiir Z liegt auch in der Klasse der
effizient parallelisierbaren Funktion NC [16].
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Kapitel 5

Internal-Diffusion-Limited

Aggregation auf Baumen

Dieser Abschnitt widmet sich der Definition von Bdumen mit endlich vielen Kegelklas-
sen (manchmal auch periodische Biume genannt). Irrfahrten auf Baumen mit endlich

vielen Kegelklassen wurden im Detail von Nagnibeda und Woess [17] untersucht.

5.1 Béiume mit endlich vielen Kegelklassen

Definition 25. Sei T ein lokalendlicher Baum mit Wurzel O, und z, y Knoten von T'.
Wir schreiben & — 3 wenn 2 der unmittelbare Vorgénger von y ist, und z = y wenn

x auf dem kiirzesten Weg von O nach y liegt.

Die Menge
Co={yeT:z5y}

heifit der von z aufgespannte Kegel.

Definition 26. Ein lokalendlicher Baum 7T heifit Baum mit endlich vielen Kegelklas-
sen, wenn die Anzahl der Isomorphieklassen der Kegel C,, x € T endlich ist. Fiir die

Isomorphie werden dabei die C, als Baume mit Wurzel x betrachtet.
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Ein Baum mit endlichen vielen Kegelklassen lédsst sich mit Hilfe eines endlichen Gra-
phen beschreiben, dessen Knoten im Wesentlichen den Isomorphieklassen der Kegel
entsprechen. Wenn wir nur Irrfahrten betrachten, die an die Kegelstruktur des Bau-
mes adaptiert sind geniigt es iiberdies, die Ubergangswahrscheinlichkeiten nur auf den

Kanten des dem Baum zugehorigen Graphen festzulegen.

Sei nun 7' ein Baum mit endlich vielen Kegelklassen. Wir bezeichnen mit [C,] die
Isomorphieklasse des Kegels C, und mit Z die Menge aller Isomorphieklassen [C,] von
T, fir x # O. Die Abbildung

LT — ITU{O}
0O—0
r — [Cy] fir z #£ O

weist jedem Knoten seine Kegelklasse zu.

Sei Gr = (Vr, Er) ein gerichteter Graph mit Knotenmenge Vi = ZU{O}. Es existiert
eine Kante (i, j) € Er genau dann, wenn eine Kante x — y in T existiert, mit ¢(x) =14
und «(y) = j. AuBerdem gibt es noch Kanten (O,i) € Er, wenn O — x in T mit

v(x) = 1.

Fiir (i,j) € Er bezeichnen die Labels d(i, j) die ,Vielfachheit* der Kanten in 7'. Sei

also ein « € T mit «(z) = i fest gewéhlt, dann ist
d(i.j)=[{y €T : v —y,uly) = j}|

Diese Definition ist eindeutig da die Anzahl und der Typ der Nachbarn von der Wahl

der Représentanten der einzelnen Klassen unabhingig sind.

Der Baum 7' lasst sich eindeutig aus G'r rekonstruieren. Dabei entspricht jedem Knoten
in T ein im Knoten O beginnender, gerichteter Weg in G7. Wobei (i, j) € Er als d(3, j)
unterschiedliche Kanten angesehen werden. Die Wurzel von T entspricht dabei dem
Weg der Liange 0.

Zur Definition einer Irrfahrt auf 7" wihlen wir nun Gewichte p(i, j) fiir alle Kanten
(i,7) € Er, sodass gilt
>_d(0.)p(0.j) =1,

jeT
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und
S d(ig)plij) <1 VieT.

JjET

Wenn y Nachfolger von x in 7" ist, mit ¢(z) =i und «(y) = j, dann sind die Einschritt

Ubergangswahrscheinlichkeiten definiert als

p(x,y)

(4,7)
Py, =) == p

() = 1= S d,g)p(i. ). (51

JjeET

p
p

Bemerkung 19. Man erhilt die einfache Irrfahrt auf T fiir die folgende spezielle Wahl

der Gewichte
1

(XCher d(0,K)) fir i = O

p(iaj) = . -1
(1+ ez d(i, k), sonst.

Beispiel 2. Der zweidimensionale Kamm mit der einfachen Irrfahrt.

1/4

Aus den Labels d und p erhalten wir auch eine Bedingung fiir die Rekurrenz bzw.

Transienz der oben definierten Irrfahrten [17].

Satz 8. Sei die Matriz A definiert als

d(i, j)p(i, j)
p-1(7)

Y

A=(a(i,)), ;e it ali,j) =
und sei A\(A) der grdfite positive Figenwert von A, dann ist die in (5.1)) definierte
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Irrfahrt

positiv rekurrent <= A\(A) < 1
null rekurrent <= A(A) =1
1

transient <= \(A) >

Bemerkung 20. Fiir die einfache Irrfahrt ist a(i, j) = d(q, j).

5.2 Das Simulationsprogramm

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Programm erstellt, das die Simulation von Aggre-
gationsclustern auf beliebigen Béumen mit endlich vielen Kegeltypen (Siehe Definition
26]) erlaubt.

Der Baum mit den korrespondierenden Ubergangswahrscheinlichkeiten wird iiber eine
einfache Textdatei spezifiziert. Das Dateiformat folgt der untenstehenden Gramma-
tik. Zusétzlich werden Zeilen, die mit einem ,,%"“Zeichen beginnen, als Kommentar

ignoriert.

Grammatik 1.

= nodetypes root edges

nodetypes ::= nodetypes: list_of _nodes

list_of —nodes ::= node; | node , list_of _nodes
node ::= literal
root ::= root: node

edges ::= edges: list_of _forward_edges list_of _back_edges
list_of _forward_edges ::= forward_edge | forward_edge list_of _forward_edges
forward_edge ::= node — node [numexpr| vis_parameter,
vis_parameter ::= {NUMEXPT Ay, NUMEXPT Aopr, NUMEXPT Aopt
list_of _back_edges ::= back_edge | back_edge list_of _back_edges

back_edge ::= node < [numexpr]
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Die Grammatik erlaubt auch die Spezifikation einer Einbettung des resultierenden
Baumes in die Ebene. Das fiir Vorwértskanten optionale Nonterminal vis_parameter
ist dabei fiir die eigentliche Simulation unerheblich und enthélt die fiir die Einbettung
des Graphen benétigten Parameter {p,r,s}. ¢ € [0,2) bezeichnet dabei den Winkel
der Kante, r einen Skalierungsfaktor fiir den Winkel und s einen Skalierungsfaktor fiir
die Lénge der Kante. Alle diese Werte sind relativ zum Vorgénger der Kante, aufler
wenn die Variante mit einem angehéngtem a gewahlt wird, in diesem Fall bezeichnen

die Parameter absolute Werte.

Abbildung zeigt einige mit diesem System erzeugte Visualisierungen von Aggrega-

tionsclustern.

Abbildung 5.1: Beispiele von Cluster-Visualisierungen

Die Visualisierungsparameter werden, aufler zur Erzeugung von Bildern, auch von ei-
nem Teil der Analyse-Funktionen verwendet um Informationen zur Clusterverteilung
zu erhalten. So lassen sich durch eine geeignete Einbettung, wie zum Beispiel mit
den Visualisierungsparametern {1, 0,1} fiir jeden Kantentyp, auch Tests beziiglich der

Graphenmetrik realisieren.

Beispiel 3. Das untenstehende Listing definiert den zweidimensionalen Kamm mit der

einfachen Irrfahrt aus Beispiel 2] Die angegebenen Visualisierungsparameter realisieren
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die Standardeinbettung des Kammes in das zweidimensionale Gitter.

nodetypes:
k 0, k.1, k_2;

root:
k_0O

edges:

% Ausgangsknoten —> Zielknoten [Ubergangswahrscheinlichkeit]

% {Winkel in Radianten/pi, Winkelskalierung, Langenskalierung}
k0 ->k1 [1/4] { 0, 1, 1}

k 0 -> k_2 [1/4] {1/2, 1, 1}
k 0 ->k_1 [1/4] { 1, 1, 1}
k 0 > k_ 2 [1/4] {3/2, 1, 1}

1 ->%k_1 [1/4] { 0, 1, 1}
1 ->k_2 [1/4] {1/2, 1, 1}
1 ->k_2 [1/4] {3/2, 1, 1}

k2 ->%k2 [1/2] { 0, 1, 1}

% Wurzelknoten <- [Ubergangswahrscheinlichkeit]
k_1 <= [1/4]
k_2 <- [1/2]

Eine naive Vorgangsweise fiir die Simulation des Aggregationsclusters ist fiir Baume, in
denen Knoten mit jeweils nur einem Nachfolger existieren (wie zum Beispiel im Baum
von Beispiel , leider nicht praktikabel. Da die einfache Irrfahrt auf linearen Ketten
rekurrent ist, ist der Zeitaufwand zur Simulation selbst moderater Clustergréfien enorm
(mehrere Tage fiir Clustergrofien von = 100.000 Partikeln). Gliicklicherweise ist im Fall
der linearen Ketten, also fiir Knoten aus einer Klasse k € Z fiir die nur eine einzige

Ableitungsregel vom Typ

k -> k [p]
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definiert ist, eine explizite Berechnung der Wahrscheinlichkeit dass der Cluster verlas-

sen wird mittels der Gambler’s- Ruin-Formel moglich.

Sei der Knoten v mit ¢(v) = k derart, dass fiir den Vorgénger u von v gilt dass ¢t(u) # k.
Bezeichne [ die Anzahl der Nachfolger von v im aktuellen Aggregationscluster. Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Partikel welches sich in v befindet den Cluster verldsst
ohne in weiterer Folge u zu betreten, ist gleich der Wahrscheinlichkeit dass ein Spieler
mit einem Startkapital von 0 bei einer Folge von unabhéngigen Gliicksspielen mit
Gewinnwahrscheinlichkeit p einen Reingewinn von [ + 1 erzielt, ohne vorher jemals ins

Minus zu geraten.

Nach der Gambler’s-Ruin-Formel ist diese Wahrscheinlichkeit gleich

1 fir p — 1
i+2 Py
und - .
= R ) 1
m Hlltt——l_p furp;«éQ
Mit obiger Wahrscheinlichkeit wird der Cluster im néchsten Simulationsschritt verlas-
sen, und somit die Kette am Knoten v um einen Nachfolger verldngert, andernfalls

fithrt man die Simulation im Vorgédnger des Knotens v fort.

Eine Einbeziehung dieses Spezialfalles verringert die Simulationszeit fiir den oben ge-
nannten Fall auf wenige Minuten und ermoglicht erst die Simulation von Clustern in

der GroBlenordnung von einigen Millionen Partikeln.

Trotz dieser Mafinahme werden fiir die Simulation sehr lange Folgen von Zufallszahlen
benotigt. Um Artefakte zu minimieren wird der Pseudozufallszahlgenerator ,Mersenne-

Twister{]] von Makoto Matsumoto und Takuji Nishimura [I4] mit einer Zykluslinge

219937

von — 1 verwendet.

Werwendet wird die Implementierung aus der GNU Scientific Library (GSL). Falls benstigt kann
zur Laufzeit auch ein anderer Zufallszahlgenerator ausgewahlt werden. Siehe dazu die Dokumentation
der GSL unter http://www.gnu.org/software/gsl.
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Direkte Simulation
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Abbildung 5.2: Anzahl der Simulationsschritte
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Kapitel 6
Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel werden einige Simulationsresultate vorgestellt, die mit Hilfe des in

Abschnitt vorgestellten Simulationsprogrammes gewonnen wurden.

6.1 Homogene Baume

In [9], Abschnitt 7 wird ein zu Satz 1| analoges unpubliziertes Resultat von Etheridge
und Lawler fir den Fall des reguldren Baumes vom Grad 3 (T3) und der einfachen
Irrfahrt erwéhnt. Blachere und Brofferio erhalten ein etwas schwécheres Resultat fiir
beliebige reguldre Baume T, (¢ > 3) als Spezialfall des Hauptresultates in [4]. Siehe
dazu auch Abschnitt [7.I] Weitere Resultate zu iDLA auf homogenen Baumen finden

sich ausserdem in der Dissertation von Blachere [2].

Satz 9. Sei {A(i)}i>1 eine Folge von iDLA-Clustern des Baumes T, (q > 3) mit der

einfachen Irrfahrt, dann existieren Konstanten Cy, Co und ng € N sodass gilt

P[B(n — Cylogn) C A(|B(n)]) C B(n + Cav/n), ¥n > ng] = 1.

Dabei bezeichnet B(n) die ,Kugel* mit Radius n beziiglich der Graphenmetrik. Fiir
das Volumen und den Rand der Kugeln gilt

_qlg—1)" =2

B(n)| = L=

sowie |0B(n)| =q(q—1)".
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Partikel

Abbildung 6.1: Radius der Aggregationscluster von Ty

Weiters gelten die folgenden unteren Schranken fiir die inneren und &ufleren Fluktua-

tionen, also den Abweichungen der iDLA-Cluster von der idealen Kugelform.

Satz 10. Unter den gleichen Vorraussetzungen wie im vorhergehenden Satz gelten die

Aussagen:

1/2
a) Fir jede Konstante Cy < ( 2a=L ilt:
J Tng g

P[A(|B(n)|) N 0B(n + Cov/n) = 0 fast sicher] =0

(b) Fiir jede Konstante C; < m gilt:

P[A(B(n))*NB(n—Cilnn) # 0 fast sicher] =1

Homogene Béume sind, aufgrund des exponentiellen Wachstums der Kugeln B(n),
nicht besonders gut fiir Simulationen geeignet. Es folgt hier deshalb auch nur kurz ein

Resultat einer Simulation mit 10 Millionen Partikeln.

Abbildung [6.1] zeigt den minimalen und den maximalen Clusterradius, sowie die mitt-

lere Entfernung der Randpunkte des Clusters von der Wurzel, in Abhéngigkeit von der
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Abbildung 6.2: Varianzen Clusterrandpunkte von T3

ClustergroBe, fiir die einfache Irrfahrt auf Ts. In Abbildung [6.2] sind die Varianzen der
Radien der Clusterrandpunkte angegeben. Wie erwartet widersprechen die ermittelten
Daten nicht den Sétzen [0 und [I0] sie sind allerdings, da nur eine Baumtiefe von ~ 20

erreicht wird, auch nicht besonders aussagekriftig.

Interessantere Ergebnisse lassen sich fiir Baume mit geringerem Wachstum erzielen.

Der Rest dieses Kapitels behandelt eine solche Klasse von periodischen Baumen.

6.2 Der Kamm

Der d-dimensionale Kamm K ist ein spannender Baum des d-dimensionalen Gitters,
also ein Baum, der alle Knoten von Z¢ enthilt. K, wird rekursiv definiert. K, = Z
und Ky erhédlt man aus K;_q, indem man an jedem Knoten von K,;_; zwei unendliche

Pfade (also eine Kopie von Z) anheftet.

K, ist ein Baum mit d Kegelklassen. Fiir den erzeugenden Graphen Gk, = (V, E)
ergibt sich die Knotenmenge V' = {0, ..., d}, die Kantenmenge

Eq={(i,j): Vi<j,i=0,....d=1}U{(i,i): i=1,...,d},
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und die Kantenlabels
d(i,j)=2 firvVi<yj,i=0,...,d—1

d(i,i)=1 firi=1,...,d.

Fiir die einfache Irrfahrt auf K, erhalten wir, nach Bemerkung [19] als Gewichte fiir

die Ubergangswahrscheinlichkeiten:

. 1 .. .
P(O,])—ﬁ firj=1,...,d
1
p<iaj):m firi=1,...,dund i < j
1
(1) = =0—7—= fire=1,...,d
Pl(Z) 2d—it1) ur ¢ , ,

Fiir die einfache Irrfahrt ist die Matrix A aus Satz [§ aufgrund von Bemerkung [20]
eine obere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonalelementen gleich 1, und allen Eintrigen
oberhalb der Hauptdiagonale gleich 2. Also ist A(A) = 1 und somit ist, nach Satz ,

die einfache Irrfahrt auf dem Kamm K, null-rekurrent.

Fiir eine detaillierte Untersuchung von Irrfahrten auf K, siehe [IJ.

6.2.1 Einfache Irrfahrt

In diesem Abschnitt présentieren wir Simulationsergebnisse fiir iDLA auf dem zwei-
dimensionalen Kamm (siehe Beispiel . Als zugrundeliegende Irrfahrt verwenden wir
dabei die einfache Irrfahrt. Die Steuerungsdatei fiir das Simulationsprogramm ist dabei

in Beispiel [3] angegeben.
Abbildung zeigt Simulationscluster fiir den zweidimensionalen Kamm.

Diese Bilder legen die Vermutung nahe, dass der Rand des Clusters durch eine Glei-

(E) <) =

chung der Form
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n=100 n=500 n=1000 n=2000

Abbildung 6.3: Aggregationscluster des zweidimensionalen Kammes

71



6.2. DER KAMM

keine Beschleunigung Beschleunigung
€ =0.344421 € =0.343377
Var(§) = 1.11265 x 107 | Var(§) = 1.94179 x 107°
1 = 0.674097 1 = 0.66668
Var(n) = 5.84893 x 10~ | Var(n) = 5.06347 x 10~°
k= 1.13468 k=1.14747
Var(k) = 1.822 x 107 || Var(k) = 3.0898 x 10~°
[ = 0.528354 [ =0.57294
Var(l) = 2.06781 x 107 | Var(l) = 2.34053 x 1073

Tabelle 6.1: Vergleich der Simulationen am Kamm (100000 Partikel)

beschrieben wird. Die Halbachsen h, und h, sind dabei Funktionen von n, der Anzahl
der Partikel des Clusters. Aus den Simulationsdaten ergibt sich weiters die Vermutung

von Halbachsen der Form

fiir die reellen Parameter &, n, k und [.

In Tabelle vergleichen wir die Simulationsergebnisse bei direkter Simulation von
100000 Partikeln mit den Ergebnissen unter Verwendung von Gambler’s- Ruin-Be-
schleunigung (siehe vorhergehenden Abschnitt). Angegeben sind die Schitzwerte fiir
die beiden Halbachsen h, und h,. Es wurden jeweils 10 Durchgénge gerechnet. Die
Rechenzeit bei direkter Simulation betrug ~ 12 Stunden, im Vergleich zu 30 Minuten

bei Verwendung des beschleunigten Algorithmus.

Die Histogramme in Abbildung[5.2] zeigen die Verteilung der fiir jedes einzelne Teilchen
bendtigten Simulationsschritte (die Anzahl der benétigten Zufallszahlen). Im Falle der
direkten Simulation stimmt die Anzahl der Simulationsschritte mit der Anzahl der

Schritte, die das Partikel benotigt um den Aggregationscluster zu verlassen, iiberein.

Insgesamt erhilt man eine gute Ubereinstimmung zwischen den beiden Simulationen,

der beschleunigte Algorithmus erweist sich also als durchaus praktikabel.
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Abbildung 6.4: Halbachsen des zweidimensionalen Kammes

Abbildung zeigt Graphen der Halbachsen h, und h, in Abhéngigkeit von der Clus-
tergrofe n. Die Punkte bezeichnen dabei durch Simulation ermittelte Werte, die durch-
gingigen Linien sind die Schétzer h,(n) und h,(n). In Abbildung [6.5| wird der Rand
des Clusters dargestellt. Aufgrund der Symmetrie beschrénkt sich die Abbildung auf
den ersten Quadranten. Die durchgéngige Linie ist dabei der Graph der Kurve mit

den aus den Daten ermittelten Parametern.

In der folgenden Tabelle schlieBlich sind die Ergebnissd] von fiinf Simulationsliufen

mit einer Clustergréfie von jeweils 20 Millionen Partikeln angegeben.

€ =0.333244 Var(¢) = 1.064 x 1077
k=131324  Var(k) = 5.319 x 107°
7= 0.665707 Var(n) = 4.466 x 10~°
[ =0.582816  Var(l) = 4.059 x 10~*
a = 0.997102 Var(a) = 1.363 x 107°
3 =0.500393 Var(3) = 1.808 x 1075

Fiir o und 3 ergeben sich also aus den Daten die Schétzwerte
a~1 6 =~ 0.5,

und fiir die Exponenten der Halbachsen

1 2
SRy 17y
'Die Schitzungen der Parameter erfolgte in Mathematica mittels der Funktion NonlinearFit aus
dem Statistics Paket.
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Abbildung 6.5: Aggregationscluster von K,

Diese Vermutung lésst sich fiir Kémme in hheren Dimensionen verallgemeinern, siehe

dazu Abschnitt [6.4]

6.2.2 Inhomogene Irrfahrten

Bis jetzt wurden ausschliellich Beispiele mit der einfachen Irrfahrt betrachtet. In die-

sem Abschnitt untersuchen wir iDLA-Cluster fiir eine Klasse von inhomogenen Irr-

fahrten auf dem zweidimensionalen Kamm. Fiir v € (—l l} definiert der Multigraph

| Y1/4++/3

1/4
1/44v/3Y Y1/4+~/3

1/4

2 ] y1/2+4+

11
204
sich negative Wahrscheinlichkeiten beziehungsweise Wahrscheinlichkeiten > 1).

eine Irrfahrt auf dem zweidimensionalen Kamm (Fiir Werte von «y ¢ ( ] ergeben
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Abbildung 6.6: iDLA-Cluster auf K> mit inhomogener Irrfahrt
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Abbildung 6.7: Halbachsenparameter fiir Biased-Irrfahrt auf Ky

Fiir v > 0 ist diese Irrfahrt transient, im Gegensatz zum rekurrenten Fall der einfachen
Irrfahrt v = 0. Fiir iDLA bedeutet das einen Phaseniibergang mit dem kritischen Wert
v. = 0. Bei positivem ~ fliet beinahe die gesamte Masse des Aggregationsclusters in
die ,Zdhne“ des Kammes. Das heifit fiir die Halbachse h,(n) = [ - n” erhdlt man den

Parameter n = 1.

Abbildung 6.7 zeigt die geschétzten Parameter der beiden Halbachsen fiir Simulationen
mit 0.005 < v < 0.25. Berechnet wurden fiir jeden Wert von ~ jeweils 10 Aggregati-
onscluster mit jeweils 10 Millionen Partikeln. Aufgetragen sind jeweils die Minimal-,

Durschnitts- und Maximalwerte der Parameter &, [, n und k.

Da die Cluster im transienten Fall kaum in Richtung der xz-Achse wachsen, sind auch
die Schétzwerte der Parameter £ und £ mit grofien Fehlern behaftet und nicht beson-
ders aussagekriiftig. Aus dem selben Grund (nur wenige vorhandene Stiitzstellen auf
der xz-Achse mit zugleich sehr grolen Werten auf der y-Achse) ldsst sich eine Hypo-
these fiir die Form des Clusters aus den Simulationsdaten nicht mehr zufriedenstellend
ableiten. Es ist allerdings anzunehmen, dass das Modell in Gleichung Aufgrund des
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6.3. STERNFORMIGE KAMME

Phaseniiberganges nicht mehr anwendbar ist, da nicht nur ein quantitativer sondern

auch ein qualitativer Unterschied zur einfachen Irrfahrt besteht.

6.3 Sternférmige Kidmme

Das obige Ergebnis bleibt auch fiir eine groflere Klasse von Bédumen giiltig. Wir de-
finieren k-symmetrische Stern Kdmme S, als Verallgemeinerung des 2-dimensionalen

Kammes Ks.

Sk besteht aus einem aus k einseitig unendlichen Strahlen zusammengesetzten Stern.

Und an jeden Punkt dieses Sternes wird analog zum Kamm eine Kopie von Z geheftet.

Der erzeugende Graph Gg, = (V, E) unterscheidet sich nur durch die Kantenlabels

vom erzeugenden Graphen des 2-dimensionalen Kammes. Es gilt

d(0,1) = k
d(1,2) = 2
d(i,i)=1 firi=1,...,2.

Abbildung zeigt internal DLA Cluster fiir die Graphen S; und S7.

Wird nun fiir jeden Randknoten des entstehenden Aggregationsclusters, die Anzahl
seiner Vorgénger, die auf dem sternférmigen , Riicken” des Graphen liegen, auf die x-
Achse aufgetragen, und die Anzahl der Vorgénger auf den ,Zéhnen“ des Graphen auf
die y-Achse, so ergibt sich das selbe Bild wie im Falle von K5. Tabelle zeigt die
geschétzten Parameter fiir S3 und S7 beziiglich des Modells Wie erwartet bestehen
die einzigen Unterschiede im Vergleich mit dem Standardkamm in den Groflen der

Skalierungsfaktoren k und [.
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Abbildung 6.8: iDLA-Cluster auf S; und S5

6.4 Kiamme in hoheren Dimensionen

Im folgenden betrachten wir iDLA auf Ké&mmen in Dimensionen d > 3, beziiglich der
einfachen Irrfahrt. Kémme sind rekursive definiert, so besteht K3 aus einer Folge von
2-dimensionalen K&dmmen, die jeweils an ihrer Wurzel miteinander verbunden sind. Es
ist zu erwarten, dass die iDLA-Cluster diese Struktur wiederspiegeln. Zum Beispiel
zeigt wirklich jeder K,-Teilbaum von K3 das gleiche Wachstumsverhalten, das wir

schon am 2-dimensionalen Kamm gesehen haben.

Wir iiberpriifen zunéchst die Annahme, ob sich die Struktur der iDLA-Cluster von K5

einfach auf hohere Dimensionen verallgemeinern lisst. Sei x1, ..., z4 € RY, dann wird
Sg S?
a=0.991 | g =0.502 a=0.986 | = 0.502
¢ =0.333 | n=10.666 £=0.332 | n=0.664
k=1.156 | [ =0.445 k=0.883 | l=0.26
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6.4. KAMME IN HOHEREN DIMENSIONEN

durch die algebraische Gleichung

Zd: (hin)y <1 (6.2)

i=1

eine Teilmenge von R, und daraus durch Restriktion auch eine Teilmenge von Z?
definiert.

Dabei sind die Halbachsen h; von der Form

hl(n):klng’, Z:L,d

In Tabelle [6.3] sind die geschétzten Werte der Halbachsenparameter fiir die Kdmme
K, ..., K5 angegeben. Es wurden jeweils 5 Simulationen mit jeweils 20 Millionen Par-
tikeln durchgefithrt. Angegeben sind die Mittelwerte und Varianzen fiir die Schétzer

der Parameter &;.

Dabei werden die Schétzwerte fiir kleine Indices ¢ mit zunehmender Dimension, auf-
grund des extrem langsamen Wachstums der Halbachsen, immer unsicherer. So gilt
zum Beispiel fiir K5 und die erste Halbachse hy(2 x 107) = 11. Besonders bei den
Parametern & und & von K, und Kj beeintrachtigen numerische Instabilitéiten die

Schétzung signifikant.

Dessen ungeachtet lasst sich doch eine gewisse GesetzméBigkeit erkennen. So gilt fiir

die Summen der einzelnen Exponenten &;:

Ky: &+ & = 0.998951
Kgi 51 + 52 + 53 = 1.01357
Ky: &+ & +&+& =1.0584

Ky & 4&+E&+ &+ & = 1.08581
Ko &4 & + &+ &+ & + & = 1.14322

Weiters sind die Quotienten aufeinanderfolgender & fiir K»

$2 _ 199766,
£

1
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30

Ky

& = 0.333244 | Var(&;) = 1.064 x 1077
& = 0.665707 | Var(&,) = 4.466 x 1076
K

£ = 0.156321 | Var(&;) = 7.981 x 107°
£ = 0.286142 | Var(&) = 3.508 x 1076
& = 0.571109 | Var(&) = 2.160 x 107°
Ky

£ = 0.103099 | Var(&;) = 2.885 x 10~
& =0.1512 | Var(&) = 9.721 x 107°
&3 = 0.268878 | Var(&) = 1.013 x 1076
&, = 0.535228 | Var(&,) = 3.140 x 107°
K

£ = 0.075992 | Var(&;) = 2.483 x 1074
& = 0.085606 | Var(&;) = 5.759 x 107°
€5 = 0.140836 | Var(&3) = 3.299 x 1076
&, = 0.263322 | Var(&,) = 6.005 x 1077
& = 0.520049 | Var(&) = 2.188 x 107°

Tabelle 6.3: Halbachsenparameter von Ko, ...
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Abbildung 6.9: Halbachsen des 4-dimensionalen Kammes Ky

fiir den Kamm K3

§—2 = 1.83047 §—3 = 1.9959,
& 13
fiir K4 analog ~ - B
§_2 = 1.46656 §—3 = 1.77829 §—4 = 1.9906.
& &2 &3
Und schlieBlich fir K5
ég = 1.12651 éﬁ = 1.64516 éﬁ = 1.8697 éﬁ = 1.97495.
& &2 &3 €

Aus diesen Daten ergibt sich fiir die Exponenten &; die folgende Vermutung:

d 5
Zgim und 52 ~2 i=2,...,d (6.3)
i=1

i—1

Der erste Teil dieser Vermutung passt recht gut zu den Daten. Die Vermutung fiir die

Quotienten in ([6.3)) ist allerdings nur eine einfache Extrapolation des Sachverhaltes im
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6 =& | 18— &l | 16— &l | 16— &l | 165 — &l | 16 — &l
K, | 0.00009 | 0.00096
K3 | 0013 | 0.0004 | 0.0003
Ky| 0036 | 0017 | 0002 | 0.002
Ks| 0044 | 0.021 | 0012 | 0.005 | 0.004
Kg| 0038 | 0.041 | 0033 | 0013 | 0005 | 0.014

Tabelle 6.4: Absolute Fehler der Halbachsenexponenten von Ko, ..., Kg

zweidimensionalen Fall, und nicht vollstéindig aus den Simulationsdaten zu rechtferti-

gen. Aus den Daten ist nicht schliissig ersichtlich, ob die zu Beobachtende Abnahme

&i
§i—1
langsamen Wachstums der kleinen Halbachsen ist.

des Quotienten das wahre Verhalten wiederspiegelt, oder nur ein Artefakt des

Allerdings ist die absolute Abweichung der & von den exakten Losungen & der Glei-
chung (/6.3) weit geringer als es die Fehler der Quotienten vermuten lassen wiirden. In
Tabelle sind die absoluten Fehler |&; — ¢/| angegeben.

Die Schwierigkeit, die Parameter zu schitzen, wird in Abbildung im Graphen links
oben deutlich. Dieses Bild zeigt das Wachstum der Halbachse h(n) im iDLA-Cluster
von K. Um die Lénge dieser Halbachse zu verdoppeln, und damit bessere Schitzwerte
zu erreichen, miisste eine Simulation mit rund 2 x 10'° Partikeln durchgefiihrt wer-
den. Das ist das 1000-fache der bisher simulierten Clustergrofien. Fiir Kémme héherer

Dimensionen ist das Problem noch schwieriger.

Um diese Vermutung zu erhérten oder zu widerlegen, miissten also weitere Simula-
tionen mit um einige Groflenordnungen gréferen Clustern durchgefithrt werden, um
bessere Schatzwerte fiir die langsam wachsenden Halbachsen zu erhalten. Die Rechen-
zeit stellt fiir Kdmme hoherer Dimension, durch die stédrkere Verzweigung und den
damit verbundenen kiirzeren linearen Ketten, nicht mehr den limitierenden Faktor
dar. So benétigt die Simulation eines iDLA Clusters von Ky mit 20 Millionen Par-
tikeln auf einem Rechner mit zwei 3GHz-Prozessoren 22 Stunden, wogegen die selbe
Simulation fiir den Kamm K nur rund 40 Minuten benétigt, wobei noch ein signi-
fikanter Teil der Rechenzeit auf die Ausgabe der Daten entfillt. Allerdings wird die
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maximal erreichbare Clustergréffie im vorliegenden Programm effektiv durch den vor-
handenen Arbeitspeicher begrenzt, und der ist bei den verfiigbaren Rechnern (2GB
RAM) mit 25 Millionen Partikeln ausgeschopft.

Ein speziell fiir die Untersuchung von Kémmen geschriebenes Programm kénnte den
Cluster allerdings viel effizienter speichern. Wird die natiirliche Einbettung von Ky in
das Zahlengitter Z¢ zugrundegelegt, so lisst sich jeder Knoten von K, unabhingig
von seiner Entfernung von der Wurzel, mittels d Zahlen adressieren. Da der Clus-
ter A(n) zusammenhéngend ist, konnte man sich darauf beschrinken den Rand von
A(n) zu speichern. Damit lielen sich weit grofere iDLA-Cluster berechnen, bevor der

Arbeitspeicher ausgeschopft ist.

Diese verbesserte Methode wére fiir all jene Baume moglich, fiir die eine Adressierung
konstanter Lange der einzelnen Knoten existiert. Der zugrundeliegende Graph darf

dafiir zum Beispiel nicht stark zusammenhéngend sein.

Wihrend sich also das Modell fiir die Halbachsen fiir hohere Dimensionen verallgemei-
nern ldsst, ist die Situation fiir die Parameter a; aus der Gleichung komplizierter.
Aufgrund der rekursiven Struktur der Kdmme und der Markoveigenschaft der Irrfahr-
ten ist anzunehmen, dass sich diese rekursive Struktur auch auf die Aggregationscluster
iibertragt. Das heif3t wir erwarten, dass eine geeignete Projektion des Aggregationsclus-
ters von K auf einen Unterraum niedrigerer Dimension d’ die selbe Gestalt annimmt,

wie der Aggregationscluster des Kammes K.

Im folgenden stellen wir uns K,; wieder in Z? eingebettet vor. Die Koordinatenachsen
von Z< bezeichnen wir mit €, . .., €z, wobei die Nummerierung der Koordinatenachsen
der Konstruktionsreihenfolge im Kamm folgt. Jeder Unterbaum Ky von Ky ist als
spannender Baum in das, von den Achsen e, ..., ey aufgespannte, Gitter Z? einge-
bettet.

Bezeichne A4(n) die Folge von Aggregationsclustern auf dem Graphen K. Eine Projek-
tion des Aggregationsclusters Ay4(n) auf das von den Achsen €;_; und e, aufgespannte
Gitter ergibt, wie nach den obigen Uberlegungen zu erwarten, wieder ecine Menge die

durch die Gleichung mit den Parametern o ~ 1 und 3 =~ % beschrieben wird.

Wir betrachten nun beliebige zweidimensionale Schnitte von Ag(n) durch den Ur-

sprung. Es zeigt sich, dass die einfache Verallgemeinerung des zweidimensionalen Mo-
dells aus Gleichung (6.2)) nicht zutrifft. Allerdings ldsst sich der Rand der Schnitte
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K, K K, K K
(1,2) 0.88 | &

(1,3) 0.796 | &

(1,4) 0.537 | <5

(1,5) 0.307 | &

(1,6) 0.138 | 15

(1,2) 0.84 | (2,3) 0.773 | ¢

(1,3) 0.588 | (2,4) 0.576 | 2

(1,4) 0.318 | (2,5) 0.317 | 2

(1,5) 0.15 | (2,6) 0.146 | &

(1,2) 0.612 | (2,3) 0.685 | (3,4) 0.661 | 3

(1,3) 0.342 | (2,4) 0.376 | (3,5) 0.373 | 2

(1,4) 0.154 | (2,5) 0.182 | (3,6) 0.178 | &

(1,2) 0.499 | (2,3) 0.539 | (3,4) 0.545 | (4,5) 0.53 | 2

(1,3) 0.263 | (2,4) 0.267 | (3,5) 0.269 | (4,6) 0.257 | %

(1,2) 0.5 | (2,3) 0.53 | (3,4) 0.497 | (4,5) 0.501 | (5,6) 0.486 | %

Tabelle 6.5: Zweidimensionale Schnitte von Ko, ..., Kg
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wieder durch eine Gleichung der Form beschreiben. Das heiflt fiir einen Schnitt
beziiglich der Achsen ¢; und €; mit 7 > j gilt

h; bezeichnet hier wieder die Halbachse von Ay(n) beziiglich der Koordinatenachse ;.

Fiir Parameter 7, ; gilt dabei jeweils

Die Werte fiir &; ; sind aus Tabelle zu entnehmen. Die Eintrdge sind dabei von
der Form (i,7) & ;. Dabei werden die Schétzwerte nach rechts oben (also fiir Kémme
hoherer Dimension sowie Schnitte mit kleineren Koordinaten Indices) jeweils immer

unsicherer. In der letzten Spalte ist eine Vermutung fiir die &; ; angegeben.

Fiir allgemeinere Schnitte, die nicht durch den Ursprung verlaufen, ist es schwieriger
eine schliissige Aussage zu treffen. Wie schon erwéhnt sind beliebige Schnitte durch die
Achsen €;_1 und €4 isomorph zum zweidimensionalen Kamm, und das Wachstum der
Aggregationscluster verhilt sich dementsprechend auch gleich (siehe dazu Abschnitt
. Schnitte durch andere Achsenpaare sind allerdings nicht einmal mehr zusam-
menhéngende Graphen. Hinzu kommt als weitere Schwierigkeit wiederum das geringe

Wachstum des Clusters in Richtungen ¢; fiir kleine Indices .

Die Abbildung [6.10| zeigt einige (€1, €3) = (z, z)-Schnitte des Aggregationsclusters des
Graphen K3, mit Werten fiir y zwischen 0 und 120. Als Modell des Randes des Clusters

nehmen wir fiir jedes y eine Gleichung der Form:

(i) (i) =

Die Halbachsen sind dabei schon bekannt und ergeben sich aus ausprechenden Schnit-

ten durch den Ursprung. Der Exponent §, scheint mit wachsendem y zuzunehmen. Die
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Abbildung 6.10: (x, z)-Schnitte von K3

Werte aus Abbildung lauten wie folgt:

£ = 0.264
§20 = 0.35
&40 = 0.38
§eo = 0.4
Ego = 0.42

§100 = 0.44
120 = 0.46

Allerdings ist nicht klar, inwiefern sich diese Werte schon stabilisiert haben. Es wiire
auch hier wiinschenswert, Simulationsdaten weit groflerer Cluster zur Verfiigung zu

haben, um gesichertere Aussagen treffen zu kénnen.
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Kapitel 7

Jiingere Entwicklungen

Nach dem Erfolg von Lawler, Bramson und Griffeath wurde, neben den bereits er-

wéahnten Verfeinerungen von Satz , iDLA auch fiir andere Graphen als Z? untersucht.

7.1 Gruppen mit exponentiellem Wachstum

Blachére und Brofferio erhalten in [4] ein zu Satz 1] analoges Resultat fiir iDLA auf dem
Cayley Graphen von Gruppen mit exponentiellem Wachstum. Zunéchst benétigen wir

allerdings eine Reihe von Definitionen.

Sei I' eine endlich erzeugte Gruppe, und S eine endliche, symmetrische Menge von
Erzeugern von I' (d.h.: T' = (S) und S = S7'). Dann lisst sich jedes Element von I'
als Wort iiber dem Alphabet S schreiben.

Definition 27. Sei I eine endlich erzeugte Gruppe mit Erzeugermenge S. Der Graph

mit Knotenmenge I" und den Kanten
r~y<es=alycs

fiir z,y € I, heifit Cayley-Graph von I' beziiglich der erzeugender Menge S.
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Definition 28. Die Wortmetrik ||, s auf I' ist definiert als die Lénge des kiirzesten
Wortes iiber S, dass x darstellt:

|Z]w.s = min{Ele, c, X, €S mit = 1129 - xn}
n

Bemerkung 21. Die Wortmetriken beziiglich verschiedener erzeugenden Mengen sind
vergleichbar. Sind also S und T endliche, symmetrische Erzeuger von I', dann existiert

eine Konstante C' sodass gilt

1
5|x|w,T S |x|w,S S C’x|w,T-

Diese Bedingung ist erfiillt, da sich jedes Element in S als Wort in den Buchstaben von
T schreiben ldsst und umgekehrt. Als Konstante C' wéhlt man die maximale Lénge

dieser Darstellungen.

Im Folgenden bezeichnen wir die Wortmetrik nur noch mit |z|,,, wenn keine Verwechs-

lungsgefahr fiir die erzeugende Menge gegeben ist.

Die Kugeln beziiglich der Wortmetrik bezeichnen wir mit

Bu(n) :={zel: |z, <n}.

Definition 29. Sei I' eine endlich erzeugte Gruppe. I' ist von exponentiellem Wachs-

tum, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass gilt

|Bu(n)| > exp(en),  ¥n >0.

Bemerkung 22. Aufgrund der Vergleichbarkeit der einzelnen Wortmetriken ist expo-
nentielles Wachstum eine Gruppeneigenschaft, und nicht von der Wahl einer speziellen

erzeugenden Menge abhéngt.

Definition 30. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf} p auf I' mit supp(p) = S und
u(s) = p(s™1), und eine Folge Y; von unabhiingigen identisch u-verteilten Zufallsvaria-
blen, dann definiert der Prozess X (0) = z und

X(k)=aV1Ys- Yy,  k>1
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eine irreduzible, symmetrische Irrfahrt mit Startpunkt x auf der Gruppe I.

Auf dieser Struktur lédsst sich nun analog zum Zahlengitter internal Diffusion-Limited
Aggregation studieren. Wir setzen dazu den Aggregationskeim A(0) = {e} und be-
trachten eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Irrfahrten X mit Startpunkt

x = e. e bezeichnet dabei das neutrale Element in der Gruppe I'.
Sei die Stoppzeit 7, die Zeit des ersten Eintreffens in y, also
1, =inf{k > 0: X(k) =y}
Die Trefferwahrscheinlichkeit von y bei Start in x bezeichnen wir als
F(z,y) = P,[r, < o0

Mit Hilfe der Funktion F' kénnen wir nun eine an die iDLA-Cluster adaptierte Metrik

definieren.

Definition 31. Seien z,y € I', dann definiert
d(z,y) == —log F'(z,y)

eine Metrik auf T'. d(e, e) heiBBt Trefferdistanz.

Wir miissen noch iiberpriifen ob die Funktion d(e,e) tatsichlich die Eigenschaften
einer Metrik besitzt.

Lemma 13. Die Trefferdistanz d(e,e) ist eine linksinvariante Metrik auf .

Beweis. F(e,e) ist eine Wahrscheinlichkeit, und somit gilt F'(z,y) < 1. Das bedeutet
aber, dass d(z,y) nicht negativ ist.

Die Symmetrie und Linksinvarianz von d(e,e) folgt direkt aus der Symmetrie der

Irrfahrt und der Linksinvarianz von F'(e,e).
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Sei 7, = inf{k > 1: X (k) = y}. Die Gruppe I' hat exponentielles Wachstum, also ist
die Irrfahrt X transient, und es gilt Vo # y

1> P,[7 < oo] > P,lr, < 0o|P,[1: < o] = F(x,y)F(y,z) = F(x,y)*.
Offensichtlich gilt F'(x,z) = 1, also ist
r=y<= F(x,y) =1 <= d(z,y) = 0.
Schliellich folgt die Dreiecksungleichung aus
P,[1. < oo] > P,[7, < oo]Py[7, < o0].
Das ist dquivalent zu
logP,[1, < oo] > logP,[1, < o0o] + logP,[7, < 0],
und somit zur Dreicksungleichung

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Mit Hilfe der Trefferdistanz definieren wir nun neue Kugeln
B.(n) ={yeTl: d(z,y) < Kn}, (7.1)

wobei K = max{d(e,s): s € S} gesetzt wird.

Die Konstante K wird benétigt um sicherzustellen dass die Kugeln B, (n) und B, (n+1)

passend ineinander verschachtelt sind.

Wenn wir den dufleren Rand von B,(n) definieren als
OB, (n) = {z & By(n) : Jy € By(n) mit y 'z € S},
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dann gilt 0B.(n) C B.(n + 1). Das ist leicht einzusehen, da fiir z € 9B.(n) und
y € Be(n) mit y~lz € S gilt

d(e,x) < d(e,y) + d(y,z) = d(e,y) + d(e,y 'z)
< Kn+max{d(e,z): z€ S} < K(n+1).

Bemerkung 23. Da die Funktion F'(e, x) proportional zur Greenschen Funktion G(e, z)
ist, gilt fiir die Kugeln
Be(n)={yeT: G(e,y) > N}

fiir eine geeignete Konstante N.

Nach diesen Vorarbeiten ldsst sich nun das Resultat aus [4] formulieren.

Satz 11. Sei {A(n)},>0, A(0) = {e} Folge von internal DLA Clustern auf einer end-
lich erzeugten Gruppe I' mit exponentiellem Wachstum, beziiglich einer symmetrischen

Irrfahrt mit einer endlichen Menge von Inkrementen. Dann gilt fiir alle Konstanten
Cy > 3/K und Cy > 2,

P[B.(n —CiInn) C A(V(n)) C Be(n + Cov/n), fiir unendlich viele n] = 1.

Dabei sind B.(n) und K wie in (7.1)) definiert, und

st das Volumen der Kugeln beziiglich der Trefferdistanz.

7.2 Rotor Router

Jim Propp definierte mit dem Rotor-Router Modell ein deterministisches Analogon zu
klassischen Irrfahrten. Hierbei wandert ein Partikel jeweils in eine vom aktuell besetzen
Knoten spezifizierte Richtung (den Rotor). Nach jedem dieser Routingschritte wird die
Rotor-Richtung deterministisch modifiziert. Damit die Figenschaften von einfachen
Irrfahrten weitestgehend erhalten bleiben, durchlauft der Routing-Vektor in jedem

Knoten der Grundmenge zyklisch alle moglichen Richtungen.
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Levine [11] beschrieb ein zu iDLA analoges Wachstumsmodell auf Basis von Rotor-

Routing.

Seien ey, ..., eq die standard Basisvektoren von Z?. Dann definiert die Menge &; =
{xey,..., ey} die natiirlichen Fortbewegungsrichtungen im d-dimensionalen Gitter.

Wir definieren weiters eine beliebige Totalordnung ¢y < €1 < --- < €9g4_1, € € &q.

Jeder Zustand des Rotor-Router Automaten lasst sich dann als Tripel (A, z,v) be-
schreiben. Dabei ist die Teilmenge A C Z? (endlich und zusammenhingend) der aktu-
elle Cluster, = € Z¢ beschreibt die Position des Partikels und v : Z¢ — &, definiert die
Routing-Richtung in jedem Gitterpunkt.

Der Anfangszustand des Automaten wird festgelegt mit A = {0}, x = 0 und v(y) = €,
Yy € 7.

Die Abbildung t(A,z,v) = (A’,2',v') definiert die Ubergangstransformation des Au-

tomaten. Mit

W A fir x +v(z) € A
AUu{z+wv(z)} sonst,
, r+u(x) firz+o(z)eA
xr =

0 sonst,

und die neuen Routing-Vektoren v werden mittels

, €(k+1) mod 2d fiir v = y und v(r) = &
V(y) =
v(y) sonst,

berechnet.

Durch Tteration der Ubergangsfunktion ¢ erhalten wir eine aufsteigende Folge von
Teilmengen A’,. Beschrénken wir uns nur auf die Zeitpunkte ny, an denen das Partikel
den jeweils aktuellen Cluster verlisst, so ist die dadurch induzierte Teilfolge Ay = A;,

streng monoton wachsend.

Simulationen legen fiir diese Folge, wie im Falle von iDLA, eine Konvergenz gegen

euklidische Kugeln nahe. Levine und Peres beweisen diese Vermutung in [12] fiir Z¢
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und ein etwas verallgemeinertes Modell, und geben auch eine Abschitzung fiir die

Konvergenzgeschwindigkeit.

Sei RA S die symmetrische Differenz der Mengen R und S. Weiters, fiir eine Teilmen-
ge A C 7% bezeichne AV die Vereinigung von d-dimensionalen Einheitswiirfeln mit
Mittelpunkten in den Punkten von A. Wir schreiben ), fiir das Lebesgue-Maf3 auf R%.

Satz 12. Sei {A,}n.>1 eine Folge von Rotor-Router Aggregationsclustern in Z%, fiir

eine beliebige Anfangskonfiguration von Rotoren. Dann gilt
)\d(n’l/dAE AB) — 0  firn— oco.
Hierbei bezeichnet B die Einheitskugel in R? mit Zentrum im Ursprung.

Bemerkung 24. Dieses Ergebnis ist schwécher als Satz [1] fiir iDLA, da zum Beispiel
,Locher” im Cluster oder diinne Filamente am Rand nicht ausgeschlossen werden,
solange ihr Volumen klein ist im Vergleich zu n. Bei Computersimulationen des Modells
zeigt der Rotor-Routing-Cluster allerdings nur sehr geringe Abweichungen von der
Kugelform. Es wird deshalb angenommen, dass es moglich sein sollte Satz noch

weiter zu verbessern.

7.3 Ausblick

Obwohl internal Diffusion-Limited Aggregation von Diaconis und Fulton [5] eigentlich
nur als Beiprodukt beim Studium algebraischer Strukturen eingefiihrt wurde, hat sich

das Modell in den letzten Jahren fiir die statistische Physik als fruchtbar erwiesen [6].

Die Struktur der durch iDLA erzeugten Aggregationscluster hat sich in allen bisher un-
tersuchten Beispielen (Gitter, homogene Baume und Cayleygraphen) fiir theoretische
Untersuchungen zugénglich erwiesen. Dies steht im Gegensatz zu klassischer (exter-
ner) DLA, deren fraktale Struktur, trotz intensiver Untersuchungen in den letzen 25

Jahren, bis jetzt noch nicht bewiesen werden konnte.

Dieser Umstand mag auch mit der geringeren Komplexitéit von iDLA als Berechenbar-

keitsmodell zusammenhéngen, da wie zum Beispiel Moore und Machta [16] vermuten,
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sich daraus auch Riickschliisse auf die Komplexitét eines physikalischen Systems ziehen

lassen.

Die Form aller bisher bekannten iDLA-Cluster entspricht Kugeln beziiglich der in
Definition eingefiihrten Trefferdistanz. Diese ist fiir die einfache Irrfahrt auf Z2
proportional zur euklidischen Metrik, und auf den homogenen Béaumen T, proportional

zur Graphenmetrik.

Ob dies auch auf weniger regulidre Strukturen zutrifft, liele sich durch Untersuchung
der Trefferdistanz auf Kémmen und Vergleich mit den Simulationsresultaten aus Ab-
schnitt [6.2) kldren. Dazu wére eine explizite Berechnung der Greenfunktion G(z,y) fur
beliebige Paare ,y € K, erforderlich. Ahnliche Berechnungen, allerdings nicht fiir be-
liebige Paare, wurden, zur Abschitzung der asymptotischen Fluchtrate von Irrfahrten

auf den Kdmmen, von Bertacchi und Zucca [1] durchgefiihrt.
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