Ubungen



A. Matrizen und Determinanten

I"Jbung 1. Seien o; € R, i =1,2,...,n. Zeige, dafl die Abbildung
F:R"— R"

(.%’1, Loy oy a:n) — (Ckll'l, o9, ..., Ckn.%’n)

linear ist.

I"Jbung 2. Finde Zahlen o und 3, sodaf

0 () ()= o ef) o (h)-(5)

(2P.)
I"Jbung 3. Bestimme den von den Vektoren
1 1
(a) =11 =11
V2 0
1 0
(by #=1[1 y=1 0
V2 V2
aufgespannten Winkel.
(2P.)

Ubung 4. Berechne das Matrixprodukt

1 -1 1 ~1 3 2
) [ 2 0 1 2 —1 2
-1 2 -2 3 -2 1
-1 2 3 1 2 -1
b) | 3 —1 =2 ~10 2
2 2 1 11 -2

(2P.)
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I"Jbung 5. Berechne die Matrixprodukte

—1 2
(@) (13 -2)-[ 2 ® |-1]-(1 -2 3)
3 3
1
(¢) (-1 23)-|-2 @) (-2 (2 -1 3)
3 3
(je 1P.)
Ubung 6. Ganzzahlige Potenzen von Matrizen sind definiert als
A-A--A n>0
At =<1 n=0 (jeweils |n| Faktoren).
A7 AT AT <0
Berechne die folgenden Produkte und Potenzen von Matrizen:
14 3 1 4 3 100 1 4 3
(@) [0 12 01 2 b (410 01 2
001 001 321 001
123 12 3 100 123
(¢) (014 014 d [210 014
001 001 341 001
2 3 4
(0100\ (0100\ (0100\
(© 0010 001 0010
0001 0001 0001
\0 0 0 0/ \0 0 0 0/ \0 0 0 0
(0100\2 (010 0\" /0100\4
) 0010 0010 0010
0001 0001 0001
\1 00 0) \1 00 0) \1 00 0)
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I"Jbung 7. Berechne

o (1) w0 )
oY) w (o)

Ubung 8. Finde 2 x 2 Matrizen A und B, fiir die gilt A4 - B #+ B - A.
(1P)

(2 P)

Ubung 9. Zeige, daB eine 2 x 2-Matrix A = (2%), die mit allen anderen
Matrizen kommutiert (d.h. A- B = B- A fiir jede beliebige 2 x 2 Matrix B),
ein Vielfaches der Einheitsmatrix I sein muf3, d.h. a = d sowie b = ¢ = 0.

(3 P.)

I"Jbung 10. Drei Pestizide P;, P, und P3; wurden an 4 Futterpflanzen
H,, Hy, H3 und H, getestet und es wurde festgestellt, dafl die einzelnen
Pflanzen bis zur Ernte die folgenden Mengen [mg/kg| aufnehmen:

P P P
H, 2 3 4
Hy 3 2 1
Hy 4 2 6
Hi 3 5 4

Die Pflanzen werden weiter an die Tiere A;, Ay und As verfuttert, und
zwar in folgenden Mengen [kg/Monat]:

H H, H3 H,
A; 20 28 30 40
A, 12 15 12 16
As 8 15 10 20

Welche Menge an Pestiziden nehmen die Tiere pro Monat auf?

I"Jbung 11. Ein Rosenziichter vermehrt eine Rosenart, die es in den drei
Farben rot, weifl und rosa gibt, indem er sie jeweils mit rosaroten Exem-
plaren kreuzt. Dabei ergibt sich nach den Gesetzen der Vererbungslehre
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durchschnittlich folgende Ausbeute:

rot weill rosa
rosa X rot — 50% 0% 50%
rosa X weiB — 0% 50% 50%
rosa X rosa — 25% 25% 50%

Bei einem Feldversuch werden 1000000 rote Rosen stets mit rosaroten Ex-
emplaren gekreuzt und im darauffolgenden Jahr jeweils 1 Samenkorn aus-
gesat. Die daraus gewonnenen Blumen werden wieder mit lauter rosaroten
Exemplaren gekreuzt, von jeder Blume ein Korn ausgesat usw.

Welche Farbverteilung ist nach 5 Durchgangen zu erwarten?
(3P.)

Ubung 12. Berechnen und vereinfache (Additionstheoreme fiir Winkel-
funktionen!) das folgende Matrixprodukt:

cosa  sina) [ cosf sinf
—sina cos« —sinf cos(3)
Wie sieht die Inverse .
cosa  sinq

—sina cos«

aus?
(3P.)

Ubung 13. Die Tribonaccizahlen sind gegeben durch die Rekursion

T=Ty 1+ Ty o+ T,3

mit den Anfangswerten Ty = 1, T7 = 1, T, = 2. Erstelle eine Matrixglei-
chung und bestimme die ersten 10 Tribonaccizahlen.

(1P.)

I"Jbung 14. Gegeben sei das Miniatur-Internet
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Erstelle die Google-Matrix und bestimme naherungsweise den Pagerank
aller Seiten durch Iteration (50-100 miifiten reichen) mit Hilfe eines Com-
puteralgebrasystems, z.B. mit SAGE (http://www.sagemath.org), und
zwar zunachst mit o = 1, dann mit o = 0.85. Was fallt auf? Wie kann
man das Phanomen erklaren?

(4 P.)

I"Jbung 15. Zeige, daf3 die Matrix

= (1)

keine Inverse besitzt, wenn ad — bc = 0.

Hinweis: Finde eine Matrix B # 0, sodafl A-B = 0 und fithre die Annahme,
dafl eine Matrix C' mit CA = I existiert, zu einem Widerspruch.

(4 P.)

I"Jbung 16. Seien A und B reguliare n x n-Matrizen. Zeige, dafl die Ma-
trix A - B regular ist.

(2 P)
I"Jbung 17. Berechne die Determinanten
11 1 1 1 1
(@) |1 2 —1 b)) |-2 =3 0
4 3 2 1 2 -1
anhand von elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen.
(242 P.)

I"Jbung 18. Bestimme die Inverse der Matrix

Do

1
2
—1

(a) (b)

—_ =
DN W =~
—_ =
N B~ W

(3 P)
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Ubung 19. Lése das Gleichungssystem

—8x1+4x9+3x3=1 —Tx1+ 119 —323=1
(a) 1laxy—T7x9—323=0 (b) 41— 8x9+3x3=0
321+ 2x9+ x3=2 221 — 319+ x13=2

(1) mithilfe der Cramerschen Regel (A.3.14)

(2) durch Inversion der Koeffizientenmatrix A (Satz (A.3.12)).

(3+3 P.)
I"Jbung 20. Berechne die Determinanten
11 1 0 1 =23 0
A R
23 0 4 -3 2 0 1
(3P.)

I"Jbung 21. Fir welche Werte von « ist die Matrix

O 9
S O

o
1
1

invertierbar?



B. Zahlen und Kongruenzen

Ubung 22. Versuche (durch Probieren), den in der folgenden Nachricht
verwendeten Caesar-Schlissel zu erraten und die Nachricht zu rekonstru-
ieren:

ITYEVDVQWVHZVD

(2P.)

I"Jbung 23. Es ist bekannt, dafl der Terrorist O. die Nachrichten an seinen
Kumpanen W. mit einer 2 x 2 Matrix A verschliisselt. Durch Zufall weif3
man, dafl die Botschaft

DU_BIST_EIN_HUMP

in den Text
—30,47,—4,6,—11, 21,60, —80, —3, 7,42, —56, —18, 31,7, —4

transformiert wird. Bestimme die verwendete Matrix A.
(3P.)

I"Jbung 24. Der Divisionssatz besagt, dafl es fiir jedes Zahlenpaar m € N
und n € N eindeutig bestimmte Zahlen ¢ € N und r € {0,1,...,m — 1}
gibt, sodall n = gm + r.

Verfasse einen Algorithmus, der nur unter Verwendung der Operationen +
(Addition) und — (Subtraktion) bei Eingabe von m und n die Zahlen ¢
und 7 findet.

(2 P)

Ubung 25. Finde mithilfe des euklidischen Algorithmus fiir jedes der fol-
genden Zahlenpaare (m, n) den grofiten gemeinsamen Teiler d und Zahlen a
und b, sodafl am + bn = d.

(a) (178,110) (b) (228,141)
(¢) (144,89) (d) (233,144)

(je 2 P.)
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I"Jbung 26. Schreibe den euklidischen Algorithmus zur Berechnung des
ggT(m,n) detailliert als “Programm” nieder.

(3 P.)

I"Jbung 27. Zeige, dafl mit der Primfaktorzerlegung n = Hpep pP) gilt

peP

Uberpriifen sie dies anhand der Beispiele aus Ubung 25.
(3P)

I"Jbung 28. Erganze den euklidischen Algorithmus aus Ubung 26 so, da8
dabei auch die Zahlen a und b aus Satz (1.9) bestimmt werden.

(3 P.)

I"Jbung 29. Die Europaische Zentralbank beschliefft im Jahr 2037, zur Ver-
einfachung des Zahlungsverkehrs nur noch Scheine mit den Werten 130€
und 231€ zuzulassen. Wie kann man dann eine Stecknadel zum Preis von
einem Euro bezahlen?

(2 P)
Ubung 30. Seien m und n ganze Zahlen. Zeige: wenn ganze Zahlen a und b
existieren mit am + bn = 1, dann ist ggT(m,n) = 1.

(3P.)

I"Jbung 31. Zeige (unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Beispiels): wenn

m n

ggT(m,n) = d, dann ist ggT (%, %) = 1.
(3 P)
I"Jbung 32. Sei F,, die Folge der Fibonacci-Zahlen, gegeben durch die Re-

kursion

Fo=F =1 Foyn=F,+ Fuq
Zeige, dafl ggT(F),, Fy,+1) = 1 fiir jedes n (Induktion).
(2P.)
Ubung 33. Seien m,n € N, sodaB ggT(m,n) = 1. Zeige, daB ggT(m +
n,m—mn) =1 oder 2.
(2 P.)
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I"Jbung 34. Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier natiirlicher Zah-
len m und n ist die Zahl definiert durch

kgV(m,n) =min{¢ €N:m|fund n|(}.

Zeige, daf
kgV(m,n) - ggT(m,n) =m-n

(4 P.)
Ubung 35. Warum geniigt es, nur bis |/7] zu gehen, um festzustellen,
ob eine Zahl n eine Primzahl ist?

(1P)

I"Jbung 36. Verfasse einen moglichst okonomischen Algorithmus, der fiir
gegebenes n alle Primzahlen p < n bestimmt.

Hinweis: Gehe rekursiv vor. Wenn alle Primzahlen < n — 1 bestimmt sind,
iberpriife, ob auch n Primzahl ist und flige gegebenenfalls n zur Liste
hinzu.

(3P.)
I"Jbung 37. Zeige mittels vollstandiger Induktion, dafl jede natiirliche Zahl
(auBer 1) durch wenigstens eine Primzahl teilbar ist.

(4 P.)
Ubung 38. Beweise den folgenden Satz von Euklid (Buch IX, Prop. 20):
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Hinweis: Widerspruchsbeweis. Finde zu jeder gegebenen endlichen Men-
ge von Primzahlen {p1,pa,...,p,} eine neue Zahl, die durch keine der p;
teilbar ist.

(3P)
I"Jbung 39. Zeige: Wenn k£ > 6 und sowohl k£ —1 als auch k+1 Primzahlen
sind, dann ist £ durch 6 teilbar.

(2P.)

I"Jbung 40. Verfasse einen Algorithmus, der bei Vorliegen aller Primzahlen
< n die Primfaktoren-Zerlegung von n € N bestimmt.

(3 P.)
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Die in den Aufgaben 41-54 angegebenen Relationen sind auf die Eigen-
schaften Reflexivitat, Symmetrie, Antisymmetrie und Transitivitat zu un-
tersuchen. Stelle auch fest, ob jeweils eine Aquivalenzrelation oder Halb-
ordnungsrelation vorliegt.

I"Jbung 41. Sei X die Menge der Osterreicherinnen und Osterreicher mit
der Relation
rRy <= =z ist mit y verheiratet.

(1P)

I"Jbung 42. Menge X = Erdbevolkerung, Relation
xRy <= x und y haben den gleichen Geburtsort.

(1P)
Ubung 43. Menge X = R, Relation ztRy <— x <.

(1P)
Ubung 44. Menge X = Z, Relation Ry <= z =y (m).

(1P)
I"Jbung 45. Menge X = C, Relation z1 Rz <= Rez; < Re 2.

(1P)
I"Jbung 46. Menge X = { (@p)nen : anp >0V n }, Relation

(@) R(b) = lim a,/b, =1
(3P.)

Ubung 47. Menge X beliebig, Gleichheitsrelation = = y.
(1P)
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Ubung 48. Menge X beliebig, Ungleichheitsrelation x # .

(1P)
I"Jbung 49. X =N, mRn < m|n

(1P)
I"Jbung 50. X =N, mRn <= m—n=7

(1P)
Ubung 51. X =N, x N, (m,n)R(p,q) < mq=mnp

(2 P)
Ubung 52. X =N, mRn <= ggT(m,n) = 16

(1P)
I"Jbung 53. X =R, 2Ry <= -y >0

(2 P)
I"Jbung 594. X =R, zRy <= x-y >0

(2 P)

Ubung 55. Gib Beispiele von (Halb)ordnungsrelationen an.
(1 P./Beispiel)

Ubung 56. Lose die folgenden simultanen Kongruenzen mithilfe des chi-
nesischen Restsatzes (vgl. Skriptum (A.1.12), (A.3.13) und (A.3.14)).

(@) x=3 mod8 r=1 modb5 r=5 mod9
(b) =1 mod 11 r=3 mod 15 r=5 mod7

(je 2 P.)
I"Jbung 57. Zeige, daf die folgende Aussage richtig ist:
a=b(my)und a=b (my) = a=0b(m) fir m=kgV(my,ms).

Ist insbesondere ggT(my, ms2) = 1, dann gilt also a = b (myms).
(4 P.)
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Ubung 58. Hat das folgende Gleichungssystem eine Losung? Wenn ja,
dann bestimme diese.

=2 mod3 r=1 mod?H
(@) =2 mod?9 (b) =3 mod9
=1 mod 10 =2 mod 10

(3 P)

Ubung 59. Lose die folgenden simultanen Kongruenzen mithilfe des chi-
nesischen Restsatzes

r=1 mod4
r=2 modbH

=3 mod?7
r=4 mod9

(3P.)
I"Jbung 60. Erstelle die Multiplikationstafel fiir
(a) Zs
(b) Zs.
(1+1 P.)

Ubung 61. Zeige, daB die Zahlen a, 2a,. . ., (p—1)a alle verschiedene Reste
modulo p haben, wenn p eine Primzahl und a # 0 mod p ist.

(3 P.)

Ubung 62. Dividieren in Z,. Die Inverse [m] ™! einer ganzen Zahl m in Z,
(geschrieben m™! mod n) ist die Restklasse [x] einer ganze Zahl z, fiir die
gilt, daB [z], - [m], = [1],,. Mit anderen Worten, man mufl zwei Zahlen z
und y finden, sodafl - m +y - n = 1. Zeige, dal das genau dann moglich
ist, wenn ggT(m,n) = 1.

(4 P.)
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Ubung 63. Finde, wenn moglich, die Inversen von (a) 5 mod 173 sowie
(b) 14 mod 93, von (¢) 5 mod 175 sowie (d) 15 mod 93

(je 1 P.)

I"Jbung 64. Zeige die Elferprobe: Eine Zahl n € Z ist genau dann durch 11
teilbar, wenn die alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist, d.h., mit
der Ziffernentwicklung

n= Z ailOi

ist n durch 11 teilbar genau dann, wenn

S a1y
durch 11 teilbar ist.
(2P.)

I"Jbung 65. Untersuche die folgenden Relationen auf auf der Menge X = N
auf die Eigenschaften Reflexivitat, Symmetrie, Antisymmetrie und Transi-
tivitat. NB: Gib jeweils eine Begriindung fiir die Antwort an.

(a) mRn <= 2|(m-n)
(b) mRn <= 2|(m+n)

Ubung 66. Seien a, b € N. Zeige: Wenn 100a + b durch 7 teilbar ist, dann
ist auch a + 4b durch 7 teilbar.

Hinweis: modulo 7 rechnen.
I"Jbung 67. Fiir welche m € Nist 31 =1 mod m?

Ubung 68. Lise die Gleichungen modulo 7:

(a) 2> =1
(b) 25=1
(¢) 3z+5=1

Ubung 69. Welche der folgenden Strukturen (X, o) bilden Halbgruppen,
Monoide, Gruppen?
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(a) Sei U eine Menge, und X = P(U) die Potenzmenge
X={A:ACU}
ausgestattet mit der Verkniipfung
AoB=ANB

(b) X wie vorher mit der Verkniipfung
AoB=AUB

(c) X wie vorher mit der Verkniipfung

AoB=AAB:=(A\B)U(B\ A)

(d) Sei U eine Menge und X = UV die Menge aller Funktionen von U nach
U mit der Verkniipfung

foglz)=flg(x))
(Hintereinanderausfithrung).
(e) X beliebig mit der Verkniipfung

aob=a

(je 2P.)

Ubung 70. Die Rechenregeln fiir Matrizen aus Kapitel A gelten auch in
Z,, wenn p eine Primzahl ist. Berechne das Matrixprodukt

(23) ()
iiber Zs.
(1P)

Ubung 71. Lose (z.B. mit der Cramerschen Regel) das Gleichungssystem

r+2y=4
doe+3y=4

in Z7. Wie sieht es mit einer Losung in Zs5 aus?
(3P.)
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Ubung 72. Berechne (ohne Taschenrechner), mit Hilfe des Satzes von
Euler-Fermat die Potenzen

(@) 2% mod 11 () 2% mod 11.
Hinweis: 2" = (2™)",
(243 P.)
I"Jbung 73. Berechne in Zg,
3]2%)
(2P.)

Ubung 74. Berechne (ohne Taschenrechner) in Zg
[14] (232)

Hinweis: Der Satz von Euler-Fermat ist nicht sofort anwendbar (warum?).
Man kann aber wie folgt vorgehen: Zerlege 60 = 22-3-5. Bestimme [14]2")
mod 4, [14]®") mod 3, L14](232) mod 5, und verwende den chinesischen
Restsatz, um daraus 14 *) mod 60 zu bestimmen.

(4P.)
Ubung 75. Lése die Gleichung
322 4+22x+1=0

n Zgg.
(3P.)

Ubung 76. Eines der ersten Verschliisselungssysteme stammt (angeblich)
von Julius Caesar. Den Buchstaben des lateinischen Alphabets entsprechen
die Zahlen 0,1, ...,25 modulo 26 und die Verschliisselung besteht in der
Addition einer fixen Zahl, konkret f(k) = k+ 6. Entschliissle die Botschaft
“GRKG OGIZG KYZ™”.

(2 P.)
Ubung 77. Sei m = pq und ggT(r, o(m)) = 1. Satz (B.1.9) besagt, daB es

ein s € Z gibt sodal rs = 1 mod p(m). Warum stimmt die Behauptung
(nach (B.5.4)), dal s € N, d.h. s > 0, gewahlt werden kann?

(3P.)
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Ubung 78. Gegeben seien m = 2491 und r = 957 sowie die mit der Kon-
vention von Beispiel (B.5.7) aus der Vorlesung verschliisselte Zahlenfolge
(1137,2221,2014,111). Finde den inversen Schliissel s und entschliissle die
Botschaft.

Hinweis: Wahrscheinlich Computer erforderlich.
(4P.)

Ubung 79. Sei n eine natiirliche Zahl mit der Eigenschaft, daB 2" — 1 eine
Primzahl ist. Zeige, dafl auch n eine Primzahl sein muf.

Die Umkehrung gilt nicht: Finde die kleinste Primzahl p, sodafl 2” —1 keine
Primzahl ist.

Hinweise:

Pl = (aF)? = 1l=(x—-D1+z+---+257

(2P.)



C. Grundlagen der Logik
Ubung 80. Konstruiere Wahrheitstafeln fiir die folgenden Formeln:
(a) ((AAB)A(=BV(C))
(b) (A= (B« ()
(2P.)

I"Jbung 81. Formalisiere die folgenden Aussagen und beantworte die un-
tenstehende Frage:

(a) Jeder, der ein gutes Gehor hat, kann richtig singen.

(b) Jeder, der gut Klavier spielen kann, kann seine Zuhorerschaft begei-
stern.

(c) Niemand ist ein wahrhafter Musiker, wenn er nicht seine Zuhéorerschaft
begeistern kann.

(d) Jemand, der kein gutes Gehor hat, kann seine Zuhéorerschaft nicht be-
geistern.

(e) Niemand, auler einem wahrhaften Musiker, kann eine Symphonie schrei-
ben.

Welche Eigenschaften mufl jemand notwendigerweise besitzen, um eine
Symphonie zu schreiben?

(3P.)
I"Jbung 82. Zeige mithilfe von Wahrheitstafeln:

(a) Sei A eine Tautologie, B eine beliebige Formel, dann gilt
AVB & A ANB & B

(b) Sei B eine beliebige Formel, C' unerfiillbar. Dann gilt:
Bv(C<«& B BNC & C

(2P.)
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Ubung 83. Inspektor D befragt drei Verdachtige — A, B und C' — fiir eine
Tat. Er weifl, dafl genau eine der drei Personen schuld ist und jede Person
einmal liigt und einmal die Wahrheit sagt.

A sagt: Ich war es nicht. B hat es getan.
B sagt: Ich war es nicht. Ich weif3; dafi C' es getan hat.

C sagt: Ich war es nicht. B weifl nicht wer es war.

Wer hat es getan?
(3P.)

I"Jbung 84. In einer Stadt sagen alle Politiker immer die Unwahrheit,
wahrend alle anderen immer die Wahrheit sagen. Ein Zugereister fiithrt
eine Befragung durch und erhélt folgende Antworten.

A sagt: “B ist ein Politiker.”
B sagt: “Wenn A sagt, er sei kein Politiker, dann liigt er.”

C sagt: “A ist kein Politiker.”
Kann man daraus schlielen, wer Politiker ist und wer nicht? Wenn ja, wer?

(3P.)

Ubung 85. Alice, Bob und Charles sind zu einer Geburtstagsfeier einge-
laden. Wie das bei den Leuten so ist, haben alle Vorbehalte:

(a) Wenn Charles nicht kommt, dann kommt auch Bob nicht.
(b) Entweder Bob oder Charles kommt, aber nicht beide.

(c) Charles und Alice kommen, wenn sie kommen, nur zusammen.

Formalisiere die Aussagen und stelle fest, wer zur Feier kommt.
(2 P)
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I"Jbung 86. Das Grundstudium an der steirischen Esoterik-Universitat be-
steht aus den Fachern Kaffeesudlesen, Hexenjagd, Besenreiten und Elfen-
tanz. Die Studienkommission hat folgende Mindestbedingungen fiir den
Erwerb des 1.Diploms festgelegt:

(a) Wurde der Elfentanzschein nicht erworben, dann mufl der Hexenjagd-
schein vorhanden sein.

(b) Fehlt der Hexenjagdschein oder der Besenreitschein, so mufl der Kaf-
feesudleseschein und der Elfentanzschein vorhanden sein.

(¢c) Wurden weder der Kaffeesudleseschein noch der Hexenjagdschein er-
worben, so miissen der Besenreitschein und der Elfentanzschein vor-
handen sein.

Formalisiere und vereinfache diese Regeln und stelle fest, unter welchen
Bedingungen das 1.Diplom erworben werden kann.

(3 P.)
Ubung 87. Bringe die logische Aussageform
(AvB)—C
auf
(a) konjunktive Normalform
(b) disjunktive Normalform
(je 2P.)

I"Jbung 88. Zeige folgende Aquivalenzen anhand von Wahrheitstafeln:

(a) A= B< -AVB
(b) A— B & ~(AA-B)
(C) A— B&-B—-A

(2+242P.)
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Ubung 89. Seien P und Q aussagenlogische Formeln. Zeige

(a) P = @ gilt genau dann, wenn P — (@ eine Tautologie ist.

(b) P < @ gilt genau dann, wenn P « @ eine Tautologie ist.

(2P.)

I"Jbung 90. Gib eine dreielementige Menge von Formeln an, die unerfiillbar
ist, wahrend jede zweielementige Teilmenge erfiillbar ist.

(3P.)

I"Jbung 91. Bestimme alle paarweise nicht-aquivalenten Aussageformen,
die aus den Variablen A und B sowie dem Junktor — (Implikation) auf-
gebaut werden konnen.

(3P.)

Ubung 92. Sind die folgenden logischen Aussageformen dquivalent?

(a) (FA— B)— (Bv(C)und (-B — A) — (-B — ()
(b) (A— B) —-Cund A — (B — ()
(¢c) (A<~ B)— Cund A« (B« ()

(je 2P.)

I"Jbung 93. Beweise mit den Regeln des logischen Schlieflens den Modus
Tollens
(P — Q) A~Q) — —P

(3P.)

I"Jbung 94. Zeige mit den Regeln des logischen Schlieflens auf moglichst
elegante Weise die Allgemeingiiltigkeit des Ausdrucks

(a) B— (A— (B —A)) — B

(b) (A= B)A(B—C)— (A— ()
(3P.)
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Ubung 95. Beweise mit den Regeln des logischen Schlieens die folgenden
Subjunktionsgesetze:

(a) Tauschgesetz fiir Vorderglieder
A—(B—-(C)«<— B— (A—C(C)

(b) Klammer-Anderungsgesetz fiir “—”
A—-(B—-(C)<= (ANB)—-C

(3P.)

I"Jbung 96. Was ist falsch am folgenden Induktionsbeweis der Aussage:

“Fiir alle n € N gilt: je n Punkte der Ebene liegen auf einer Geraden”.

“Beweis” .

Induktionsanfang:

Die Aussage gilt fiir n =1 und n = 2.

Induktionsschritt:

Angenommen, die Aussage ist fiir n wahr. Seien P, P, ..., P,.1 Punkte.
Nach Induktionsvoraussetzung liegen die Punkte Py, P, ..., P, auf einer

Geraden g und P, P, ..., P, 1, P,.1 auf einer Geraden h. Da aber so-
wohl g als auch h durch die Punkte P, und P, verlaufen, gilt ¢ = h und
P, P, ... P, liegen auf einer Geraden.

(3P.)
I"Jbung 97. Bringe die Formel

(a) A (B e 0)
(b) A — (B« C)

auf

(i) Disjunktive Normalform

(ii) Konjunktive Normalform

(2+2P.)
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I"Jbung 98. Bestimme die Menge der Folgerungen, die aus der Pramissen-
menge

P <= A— (B— ()
Py:<—= AV ((BANC)V (=BA-())
Py <— B—-C

gezogen werden konnen.

(3P.)

I"Jbung 99. Zeige:

(a) Ly ist vollstandig.

(b) L.y ist vollstandig.

(c) Ly -, ist nicht vollstéandig.
(d) Ly ist nicht vollstandig.

Hinweis zu (c): Zeige, dafl = A nicht darstellbar ist; dies ist dquivalent
dazu, daf keine Kontradiktion in der Sprache enthalten ist: wenn b(A;) =
W, dann ist VP € L b(P) =W

(3+3+4+2P.)

Ubung 100. Bestimme (duch Aquivalenzumformungen) eine KNF der lo-
gischen Aussageformel aus Beispiel 86 und leite eine moglichst kurze aqui-
valente Formulierung her.

(3P.)

I"Jbung 101. Bestimme eine
(a) KNF (b) DNF

der logischen Aussageformel

(A= B)AN(C+— D)) — (AVE)

(je 2P.)
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Ubung 102. Es seien die Funktionen f- : {0,1} — {0,1} und fiir * €
{N,V, —, |} die jeweilige zweistellige Funktion f, : {0,1} x {0,1} —
{0,1} definiert wie die Wahrheitsfunktionen F., F,, mit 0 statt F’ und 1
statt W.

(a) Driicke die folgenden Funktionen durch f- und f, aus:

g(@,y) =z +y g2, y) =T -y
g3(z) =2* +1 gz, y,2) =2 y+2°
Hier bedeuten + und - Addition und Multiplikation modulo 2.
(je 1P.)

(b) Sei
1 wennz=y=0

0 sonst

fv(xvy) - {

Dann 148t sich jede Funktion f : {0,1}" — {0, 1} durch f ausdriicken.

(3P.)

(c) Driicke die Funktionen aus (a) durch fy aus.
(je 2P.)

(d) Zeige, daB die Funktion fy wie in (b) und f; definiert durch

0 wennax=y=1
filz,y) = {1
sonst

die einzigen zweistelligen Funktionen sind, die (jede fiir sich allein) alle
Funktionen f: {0,1}" — {0, 1} erzeugen.

(6P.)

Ubung 103. Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Driicke folgende Aus-
sagen in einer Sprache mit Quantoren aus:

(a) Die f entsprechende Funktion ist injektiv.
(b) Die f entsprechende Funktion ist surjektiv.

(c) Die f entsprechende Funktion ist konstant.
(14+1+1P.)
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I"Jbung 104. Zeige durch strukturelle Induktion, dafl jede aussagenlogische
Formel iiber einem beliebigen Alphabet A mit den Junktoren —, A, V, —
mindestens soviele Variablensymbole wie Junktoren enthalt.

(2P.)
I"Jbung 105. Beweise den Fregeschen Kettenschluf
= (A= (B— () = (A= B) = (A— ()
mit Hilfe des Resolutionskalkiils.

I"Jbung 106. Professor Gromky priift nach dem folgenden Schema:

1. Wenn er am Samstag keine Priifung abhalt, dann am Freitag, aber
nicht am Dienstag.

2. Wenn am Dienstag keine Priifung stattfindet, aber am Freitag schon,
dann wird auch am Donnerstag gepriift.

3. Wenn er am Donnerstag priift und nicht am Montag, dann priift er
am Samstag.

4. Wenn am Dienstag gepriift wird, dann ist Mittwoch frei.
5. Wenn am Montag gepriift wird, dann ist Freitag frei.

6. Wenn Samstags gepriift wird, dann auch am Freitag, aber nicht am
Donnerstag.

Stelle mit Hilfe des Resolutionskalkiils fest, an welchen Tagen gepriift wird.

(3P.)

I"Jbung 107. Das Dirichletprinzip oder Taubenschlagprinzip besagt, dafl
es unmoglich ist, n + 1 Tauben so auf n Taubenschlage zu verteilen, daf3
in jedem Taubenschlag hochstens eine Taube zu sitzen kommt.

Hinweis: Die logische Variable A;; stehe fiir die Aussage Taube Nr j sitzt
im Taubenschlag Nr i, 1 < i < n,1 <7 <n+ 1. Dann kann man die
Bedingungen wie folgt formulieren:
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1. In jedem Taubenschlag sitzt hochstens eine Taube:

n n+l

A N\ (A v -Ay)

1=1j,k=1
i<k

2. Jede Taube sitzt in einem Taubenschlag:

n+1

I\ (A1j V Ay VooV Ay)

1=1

Zeige mit dem Resolutionskalkiil (DPLL), dafl das Problem fiir n = 2 und
n = 3 unlosbar ist.

(3P.)
Ubung 108. Ein Ritsel (© A. Einstein).

Lose das folgende Réatsel (auf welche Art auch immer):

1. Es stehen fiinf Hauser in einer Reihe nebeneinander (von links nach
rechts). Jedes Haus hat eine andere Farbe.

2. In jedem Haus wohnt eine Person einer anderen Nationalitat.

3. Jede Person bevorzugt ein bestimmtes Getrank, spielt ein bestimmtes
Musikinstrument und halt ein bestimmtes Haustier.

4. Alle fiinf Getranke, Musikinstrumente und Haustiere sind verschie-
den.

AuBlerdem sind folgende Tatsachen bekannt:

1. Der Brite lebt im roten Haus.

2. Der Schwede halt einen Hund.

3. Der Dane trinkt gerne Tee.

4. Das griine Haus steht direkt links vom weiflen Haus.

5. Der Besitzer des griinen Hauses trinkt gerne Kaffee.
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Die Person, die Geige spielt, halt eine Vogel.
Der Bewohner des mittleren Hauses trinkt gerne Milch.

Im gelben Haus steht ein Klavier.

© o N o

Der Norweger wohnt im ersten Haus.

10. Der Gitarrist wohnt neben dem, der eine Katze halt.

11. Der Mann mit dem Pferd wohnt neben dem, der Klavier spielt.
12. Der Flotenspieler trinkt gerne Bier.

13. Neben dem blauen Haus wohnt der Norweger.

14. Der Deutsche spielt Trompete.

15. Der Gitarrist hat einen Nachbarn, der gerne Wasser trinkt.

Frage: Wem gehort der Fisch?
Ubung 109. Driicke die Aussage
VedyVz P(x,y, 2)

unter alleiniger Verwendung des Existenzquantors 4 und Negation aus.

(3P.)

Ubung 110. Driicke folgende Aussagen iiber natiirliche Zahlen mit Quan-
toren und den folgenden Symbolen aus: Konstante 0, Funktionssymbole S
(einstellig), + (zweistellig), - (zweistellig), mit der iiblichen Interpretation
in N. (S ist die “Nachfolgerfunktion” S(n) =n+ 1).

a) x ist gerade.

(a)

(b) x ist ein Teiler von y.

(c) x ist kongruent zu y mod z
)

(d) x ist eine Potenz von 2. (Hinweis: welche Teiler hat x7).

(14+1+1+1P))
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I"Jbung 111. Formalisiere die Aussage

Eine natiirliche Zahl ist durch 6 teilbar genau dann, wenn sie durch 2 und
durch 3 teilbar ist.

(3P.)



D. Elementare Abzahlmethoden

I"Jbung 112. Auf einem Computersystem sind Dateinamen mit den Buch-
staben A-Z (ohne Umlaute) und den Ziffern 0-9 erlaubt, wobei ein Da-
teiname nicht mit einer Ziffer beginnen und hochstens 11 Zeichen lang sein
darf. Wieviele verschiedene Dateinamen gibt es?

(2P.)

I"Jbung 113. Auf dem Planeten Melmac besteht das Alphabet aus den
drei Vokalen A, E und O sowie den 7 Konsonanten G, D, P, R, L, N, F.

(a) Wieviele Worter der Lénge 10 sind moglich, wenn jedes Wort minde-
stens einen Vokal enthalten soll?

(b) Wieviele Worter der Lange 11 sind méglich, wenn jedes Wort minde-
stens einen Vokal enthalten soll?

(2P.)
I"Jbung 114. Unter den Voraussetzungen von Beispiel 113,

(a) Wieviele Worter der Lange 12 enthalten alle drei Vokale mindestens
einmal?

(b) Wieviele Worter der Lénge 13 enthalten alle drei Vokale mindestens
einmal?

(3P.)

I"Jbung 115.

(a) Wieviele ungerade Zahlen zwischen 1000 und 9999 haben lauter ver-
schiedene Ziffern?

(b) Wieviele gerade Zahlen zwischen 1000 und 9999 haben lauter verschie-
dene Ziffern?

(3P.)
I"Jbung 116. Berechnen Sie

(a) (z—1)° (b) (1—a)".

(2P.)
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Ubung 117. Zeigen Sie, daf fiir eine Primzahl pund 1 <k <p —1 gilt

<Z>EO mod p

(I+z)=142" modp

Folgerung:

(5P.)

Ubung 118. Es sei ein Strichcode gegeben (wie z.B. im Supermarkt),
der aus Folgen von n Nullen und Einsen besteht. Dabei wird jedes Wort
mit dem umgekehrten Wort als gleich angesehen; fiir n = 5 werden zum
Beispiel die Codeworter 01011 und 11010 als gleich angesehen. Wieviele
verschiedene Codeworter der Lange n gibt es?

(3P.)

I"Jbung 119. Auf einer Party mit n Personen wird mit Sekt angestoflen.
Wie oft klingen die Glaser, wenn jeder mit jedem genau einmal anstof3t?

(2P.)

Ubung 120. Wieviele Losungen (w1, T2,...,T2,) € {+1,—1}*" hat die
Gleichung
T1+To+ -+ To, =07

(2P.)
I"Jbung 121. Auf wieviele Arten kann man
(a) aus 33 FuBlballspielern drei Mannschaften
(b) aus 44 Fufballspielern vier Mannschaften
zu je 11 Mann zusammenstellen?
(3P.)

Ubung 122. Zeige mit kombinatorischen Argumenten, daf
n\(n—k\ n k+3\ (n\(n—1J
k i ) \k+j k) \y k

(3P.)



UBUNGEN U-31

I"Jbung 123. Wieviele Ausgangsverteilungen gibt es fiir das Kartenspiel
“Schnapsen”? Dabei bekommen zwei Spieler aus einem Paket von 20 Kar-
ten je 5 Karten, der Rest geht in einen Talon (bei letzterem ist die Reihen-
folge wichtig!).

(2P.)

I"Jbung 124. Auf wieviele Arten kann man 15 ununterscheidbare Steckdo-
sen auf 5 (unterscheidbare) Rdume verteilen, sodafl

(a) in jeden Raum mindestens eine Steckdose kommt.
(b) ohne Einschrankung.

(c) in jeden Raum mindestens zwei Steckdosen kommen.

(24242 P.)

Ubung 125. Professor X halt seit 16 Semestern die gleiche Vorlesung.

(a) Injedem Semester erzdhlt er 3 Witze, aber niemals die gleichen 3 Witze

(b) In jedem Semester erzéhlt er 4 Witze, aber niemals die gleichen 4 Witze

(Reihenfolge spielt keine Rolle). Wieviele Witze mufl er mindestens kennen?

(2 P.)

I"Jbung 126. Zeigen Sie mit kombinatorischen Argumenten die Multino-
mialentwicklung

k
(x1+$2+"'+xn)k: Z (lﬁ ko, ... k>$]1ﬁI§2I§"

feyHhoto ot kn=k

(3P.)

I"Jbung 127. Auf wieviele Arten kann man n Buchstaben “A” und k Buch-
staben “Z” so zu einem Wort anordnen, dafl kein ZZ vorkommt?

(2 P)
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I"Jbung 128. Wieviele 5-stellige Telephonnummern enthalten mindestens
eine Ziffer, die mehrmals vorkommt?

(2P.)

I"Jbung 129. Wieviele verschiedene Zahlenkombinationen kann man durch
Werfen von 4 ununterscheidbaren Wiirfeln erzielen?

(2P.)
Ubung 130. Wieviele ganzzahlige Losungen hat die Gleichung
T1+2xo+- - +Tp=n
unter der Voraussetzung
(a) z; >0
Wie hangen die Losungen zusammen?
(2+2P.)

Ubung 131. Herr Osterreicher macht auf Mallorca Urlaub und geht in
ein Postkartengeschaft. Es gibt Postkarten mit 30 verschiedenen Motiven.
Wieviele Moglichkeiten hat Herr Osterreicher, seine 23 Onkel und Tanten
mit Postkarten zu begliicken, wenn jede(r)

(a) genau eine Postkarte bekommen soll?
(b) eine andere Postkarte bekommen soll?

(c) zwei verschiedene Postkarten bekommen soll?

(je 1P.)

I"Jbung 132. Ein Konig wird auf die linke untere Ecke eines Schachbretts
gestellt und soll in die rechte obere Ecke marschieren. Wieviele mogliche
Wege gibt es, wenn er in jedem Schritt nur jeweils um ein Feld gerade nach
rechts oder nach oben gehen darf?

(2P.)
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Ubung 133. An einer FuBballmeisterschaft nehmen N Mannschaften teil,
von denen je zwei Mannschaften hochstens einmal gegeneinander spielen.
Zeigen Sie mithilfe des Taubenschlagprinzips, dafl es zu jedem Zeitpunkt
mindestens zwei Mannschaften gibt, die genau die gleiche Anzahl von Spie-
len absolviert haben.

(3 P.)

I"Jbung 134. Auf wieviele Arten kann man 13 Balle in 27 Urnen verteilen,
sodaf in jeder Urne hochstens 1 Ball zu liegen kommt, wenn

(a) die Bille unterscheidbar sind?

(b) die Bélle ununterscheidbar sind?

(2+2P.)

I"Jbung 135. Eine Gruppe von 30 Telematik-Studentinnen und Studenten,
davon 4 Vegetarier, geht in die Mensa. Es gibt 3 verschiedene (fleischlose)
Suppen, 5 Hauptgerichte, davon 2 vegetarisch, sowie 7 verschiedene sufie
Nachspeisen.

(a) Aufwieviele Arten konnen die 30 Personen jeweils ein Mentii, bestehend
aus Suppe, Hauptspeise und Nachspeise, zusammenstellen? (Vegetarier
beachten!)

(b) Auf wieviele Arten kénnen die 30 Personen jeweils ein Menii, beste-
hend aus Suppe, Hauptspeise und Nachspeise, zusammenstellen, wenn
jede eine andere Speisenkombination bekommen soll? (Vegetarier be-
achten!)

Ubung 136. Die Studentinnen und Studenten aus Aufgabe 3 nehmen an 5
Tischen zu je 6 Personen Platz.

(a) Auf wieviele Arten ist dies moglich (Sitzreihenfolge unwichtig)?

(b) Auf wieviele Arten konnen sie sich hinsetzen, wenn die Sitzreihenfolge
berticksichtigt wird?

(c¢) Auf wieviele Arten konnen sie sich hinsetzen, wenn die 6 Studentinnen
unter ihnen an einem Tisch sitzen wollen (Sitzreihenfolge unwichtig)?
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(d) Auf wieviele Arten konnen sie sich hinsetzen, wenn die 6 Studentin-
nen unter ihnen an einem Tisch sitzen wollen und die Sitzreihenfolge

berticksichtigt wird?

Ubung 137. (a) Auf wieviele Arten kann man die Buchstaben des Wortes

MISSISSIPPI anordnen?

(b) Auf wieviele Arten kann man die Buchstaben des Wortes MISSISSIP-
PI so anordnen, dafl nicht alle I's, S und P’s jeweils hintereinander

stehen?

(1+3P.)

Ubung 138. Eine Umfrage unter Studierenden an der TU hat die folgen-

den Anmeldungszahlen ergeben:

(a) 62 fiir Analysis
(b) 71 fiir Algebra

c) 67 fur Diskrete Mathematik

e

(
(f
g) 12 fiir alle drei Facher

)
)
(c)
(d) 37 fiir Analysis und Algebra
)
)
)
h)

(
(

44 fir keines der drei Facher

Beantworten Sie folgende Fragen:

32 fiir Analysis und Diskrete Mathematik

40 fir Algebra und Diskrete Mathematik

(i) Wieviele waren fiir Analysis und Algebra angemeldet, aber nicht fiir

diskrete Mathematik?

(ii) Wieviele waren fiir genau eines der drei Facher angemeldet?

(iii) Wieviele Studierende wurden befragt?

(3P.)
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Ubung 139. Seien A4, B,C' C X endliche Mengen und bezeichne B =
X \ B. Leiten Sie die Formel

[AUBUC|=|A]+|BNC|+|BNC|—-|AnBNC|-|AnBNC)|

her.

I"Jbung 140. Auf wieviele Arten kann man 10 rote und 10 blaue Luftbal-
lons auf 3 Kinder verteilen, und zwar

(a) ohne Einschriankung
(b) so, daf jedes Kind mindestens einen roten Luftballon bekommt.

(c) so, daB jedes Kind mindestens einen Luftballon bekommt.

(3P.)

I"Jbung 141. Eine Zahl zwischen 2 und 100 ist prim, genau dann wenn
k < 10 und prim ist oder wenn k von keiner Primzahl p < 10 geteilt
wird. Finden Sie die Anzahl der Primzahlen < 100 mithilfe des Inklusions-
Exklusionsprinzips.

(3P.)

I"Jbung 142.

Wieviele Zahlen aus {1,2,...,1500} sind durch 2, aber nicht durch 3 und
5 teilbar?

(3 P.)

Ubung 143. Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Permutatio-
nen der Buchstaben aabbrrrrzrx in denen die a’s und die b’s jeweils ge-
trennt sind: Erlaubt sind z.B. Worter der Gestalt ababrrxrxx, nicht aber
brbraarxxx.

(2 P.)



E. Abzahlende Potenzreihen

Ubung 144. Zeige durch Koeffizientenvergleich fiir beliebiges o # 0

d%u + ) = a1+ )]

(2P.)

Ubung 145. Bestimme durch Partialbruchzerlegung die Reihenentwick-

lung der Funktion
—T7z+1

202 —x —1

(3P.)
I"Jbung 146. Bestimme die Koeffizienten der rationalen Potenzreihe

7T—5Hx
(1-5z)2(1+5x)

(3P.)
I"Jbung 147. Bestimme die Koeffizienten der Potenzreihe
1
mit Hilfe des verallgemeinerten binomischen Lehrsatzes (D.4.9).
(3P.)

I"Jbung 148. Gegeben sei die Zahlenfolge a,, = n - 2" + 3". Finde geschlos-
sene Ausdriicke fiir die erzeugenden Potenzreihen

@  F@=Ye 0 Ba)=Y =

Letztere bezeichnet man als exponentielle erzeugende Potenzreihe.
(2+2P.)
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Ubung 149. Finde die erzeugende Funktion H(z) = > oo Hya™ der har-
monischen Zahlen

1 1 1
Hy=14-+-+ +—
2 3 n

Hinweis: (E.1.27)

(3P.)
I"Jbung 150. Berechne fir alle n
>
k=1
Hinweis: Betrachte
d d 1
r— | x—
de \ drl—=x
und (E.1.27).
(4 P.)

I"Jbung 151. Auf wieviele Arten kann man 25 Cent mit 7 Miinzen bezah-
len?

Hinweis: Beispiel (E.1.26) mit der Bewertung @ — 2k .
(4 P.)

Ubung 152. Bestimme mittels erzeugender Funktionen

(a) die Anzahl der Auswahlmoglichkeiten von 7 Kugeln aus einer Urne mit
6 weiflen, 6 roten und 6 schwarzen Kugeln, wobei nur eine gerade Zahl
weifler, eine ungerade Zahl schwarzer, und eine durch 3 teilbare Zahl
roter Kugeln entnommen werden darf.

(b) die Anzahl der Auswahlméoglichkeiten von 8 Kugeln aus einer Urne mit
7 weilen, 6 roten und 7 schwarzen Kugeln, wobei nur eine ungerade
Zahl weifler, eine gerade Zahl schwarzer, und eine durch 3 teilbare Zahl
roter Kugeln entnommen werden darf.

(3P.)
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Ubung 153. Gegeben seien 2n Kugeln, wovon n Kugeln weif3 sind und die
restlichen lauter verschiedene bunte Farben haben. Gesucht ist die Anzahl
der Auswahlmoglichkeiten von n Kugeln unter Verwendung erzeugender
Funktionen.

(3P.)

I"Jbung 154. Zeige, daf3

550
n — k
Hinweis: Vergleiche die Reihenentwicklungen von
(1+2)* und (1 +2)"(1+2)"

(2P.)

Ubung 155. Lése die Rekursionsgleichungen

(a) pio — Api1 — 3a, = 2", n >0 a=1 a =2

(b) Upio — 20501 —8a, = (n+1)2", n>0 a=1 a=1

(3+3P.)

Ubung 156. Finde die erzeugende Funktion Fi(z) = 3., ap,a™ fiir die
Anzahl ay,, der Moglichkeiten, mit £ Wiirfeln die Summe m zu wirfeln.

(3P.)

Ubung 157. Berechne die exponentielle erzeugende Potenzreihe F(z) =
> by yn der Folgen b, die gegeben sind durch die Rekursionen

n=0 n!
(@) bp=1 b, = —Z (Z)bnk, n >0
k=1
(b) bo=1 by = Z (Z) by—k, n=>0
k=0

(4+4P.)



F. Graphen und Baume

I"Jbung 158. Zeichne den “Nachbarschaftsgraphen” der europaischen Uni-
on, bestimme die Kanten- und Knotenmenge und farbe ihn mit moglichst
wenigen Farben.

(2P.)
I"Jbung 159. Zeige, dafl in einem ungerichteten Graphen G die Relation
xRy <= d Weg von x nach y

eine Aquivalenzrelation ist. Gilt dies auch, wenn man “Weg” durch “Pfad”
ersetzt?

(3P.)

I"Jbung 160. Zwei Graphen G; und Gs heiflen isomorph, wenn es eine
bijektive Abbildung f : V(G1) — V(G2) zwischen beiden Knotenmengen
gibt, sodafl [x,y] € E(G1) <= [f(z), f(y)] € E(G3). Isomorphe Gra-
phen werden iiblicherweise identifiziert. Die folgenden Bilder zeigen sechs
Graphen, von denen jeweils zwei zueinander isomorph sind. Finde die drei
isomorphen Paare.

R

(3P.)

I"Jbung 161. Die Gradfolge eines Graphen ist die Folge der Grade der
einzelnen Knoten, z.B. haben die Graphen aus dem vorhergehenden Bei-
spiel alle die Gradfolge (3, 3, 3,3, 3, 3, 3, 3). Ist es moglich, Graphen mit den
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folgenden Gradfolgen zu konstruieren?

(a) (3,3,3,3) b)) (1,2,3,4)
(¢) (3,3,3,2,1) (d) (1,1,1,1,1)

(je 2P.)

Ubung 162. Bestimme alle moglichen Gradfolgen eines Graphen mit vier
Knoten (nicht-zusammenhéngende Graphen miteingeschlossen).

(2P.)

I"Jbung 163. Zeige, dafl die Gradfolge eines Graphen nicht aus lauter ver-
schiedenen Zahlen bestehen kann, d.h., in jedem Graphen haben minde-
stens zwei Knoten den gleichen Grad.

NB: Schleifen sind nicht erlaubt.

(2P.)
Ubung 164. Bei einem Politikertreffen nehmen 16 Herren und eine unbe-
kannte Anzahl Damen teil. Bei der Begriifung schiittelt jeder der Herren

je 5 Damen die Hande und umgekehrt schiittelt jede Dame je 8 Herren die
Hand. Wieviele Damen nehmen an dem Treffen teil?

(2P.)

I"Jbung 165. Ein Dominospiel besteht aus Spielsteinen mit allen moglichen
(ungeordneten) Kombinationen von zwei Symbolen aus einer gegebenen
Symbolmenge. Ist es moglich, alle Dominosteine gemafl den Dominoregeln
in einem Kreis anzuordnen, wenn

(a) Die Symbole D, EL D, ..., 3 erlaubt sind?

(b) Die Symbole E, D, ..., 3 erlaubt sind?

(4P.)



UBUNGEN U-41

Ubung 166. Gegeben sei der Graph

Finde, wenn moglich, einen Eulerschen Kreis bzw. Weg mithilfe des Algo-
rithmus von Fleury.

(2P.)

I"Jbung 167. Die Staubsaugervertreter £, A, D und S treffen sich mit
den HeifSluftexperten K und G zum geheimen Informationsaustausch auf
einer Yacht. Dabei mufl immer gewahrleistet sein, dafl mindestens eine und
hochstens zwei Personen zugleich auf der Yacht sind und auflerdem miissen
genau die folgenden Personen je 5 Minuten lang zusammentreffen:

E trifft auf A und G

A trifft auf D, S und K
D trifft auf K und G

S trifft auf G

Wie ist das in moglichst kurzer Zeit zu bewerkstelligen?
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Ubung 168. Gegeben sei der Graph G = (V, F) mit Knotenmenge
V ={1,2,3,4,5,6}
und Kanten
FE={[1,2],[1,3],[1,4],2,3],[3,4], [3, 5], [3,6], [4, 5], [4, 6], [5, 6]}
Zeichne diesen Graphen und stelle fest, ob er planar ist.
(2P.)
Ubung 169. Zeige, daBf der Graph

keinen Hamiltonschen Kreis besitzt.

Ubung 170. Gegeben sei der Graph
1
4
6 5

Erstelle die Adjazenzmatrix und finde die Anzahl der Wege der Léange 5
von Knoten 2 nach Knoten 3.

(4P.)
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Ubung 171. Bestimme die Adjazenzmatrix des Graphen

und bestimme die Anzahl der Wege der Lange 7 von der linken oberen zur
rechten unteren Ecke.

(4P.)

I"Jbung 172. Bestimme

(a) die Funktion wj ;(2) und
(b) die Anzahl der geschlossenen Wege der Léange k mit Ausgangsknoten 1.
fiir die folgenden (Di-)Graphen
(i) ungerichteter Graph ohne Mehrfachkanten,
vV =A1,2,3}, E={[1,2], [1,3], [2,3]}
(ii) gerichteter Graph ohne Mehrfachkanten,
V{123, E= {12, 2—1], 23], 38— 1], 1 - 3]}

(Es ist empfehlenswert, am Ende der Rechnungen die Probe fiir £ = 0, 1, 2
zu machen !)

(4+4P.)

I"Jbung 173. Wieviele Baume enthalt ein Wald mit n Knoten und m Kan-
ten?

(2P.)
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I"Jbung 174. Zeichne alle nicht isomorphen Baume mit

(a) 6 Knoten
(b) 7 Knoten

(je 2P.)
Ubung 175. Bestimme alle Spannbaume der folgenden Graphen
(3P.)
I"Jbung 176. Wieviele Spannbaume hat der K37
Ky 3
(3P.)

Ubung 177. Bestimme alle minimalen Spannbaume des folgenden gewich-
teten Graphen:

2
1 S 5 2
4
5 2 1 3
4 2

(3P.)
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Ubung 178. Sei G ein ungerichteter Graph mit Kanten eq, e, ..., e,,. Der
Kantengraph L(G) ist der folgendermaflen definierte ungerichtete Graph:

Die Knoten von L(G) sind vy, vz, .. ., Up.

[vi, v] ist eine Kante von L(G) genau dann, wenn e; und e; einen
gemeinsamen Knoten in G haben.

Zeichne die Kantengraphen von K3, K4, K3, K23 und Cg:

K3 K3 K3 K3 Cs

(3P.)

Ubung 179. Ein Eulerscher Graph ist ein Graph, der einen Eulerschen
Kreis besitzt. Zeige, dal der Kantengraph eines Eulerschen Graphen wieder
Eulerscher Graph ist.

Gilt auch die Umkehrung?
(2P.)



